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— — — — — — — — 


Wir ſon's Entdedungen in den fublimften Zweigen Der mas 
thematifhen Wiffenfchaften find unter allen gebildeten Nationen 
ald zu dem erften Range gehörig befannt, und fein Mathematis 
fer, dem es um Blaffifche mathematifche Bildung zu thun ift, Tann 
und wird fich eines gründlichen Studiums der Werke Poiffon’s, 
der leider vor Kurzem den Wiffenfchaften durch einen zu frühen 
Tod entriffen ift, entheben. Es wäre daher ganz überflüffig, zum 
Lobe des vorliegenden Werkes hier Näheres anzuführen; denn der 





Name feines Verfaſſers leiftet für feinen Werth hinreichende Buͤrg⸗ 


ſchaft. Nur in Beziehung auf die vorliegende deutfche Bearbeitung 
wollen wir bemerken, daſſ ed uns nöthig gefchienen hat, einige 
wefentliche Punkte weiter auszuführen, ald es im Originale, welches 
den Zitel: »Kecherches sur la Probabilite des Jugements en 
matiere criminelle_et en matiere civile, Paris 1837« führt, ges 


ſchehen ift, um fo das Werk zu einem Lehrbuche der Wahrfchein- 


lichkeitsrechnung abzurunten. Man wird es auch natürlich finden, 


IV 


daſſ wir tiber eine der wichtigften Anwendungen der Wahrſcheinlich⸗ 
keitsrechnung, nämlich auf die Beſtimmung der Wahrſcheinlichkeit 
der mittleren Beobachtungsrefultate, die eigene Arbeit Poifjon’s 
hinzugefügt haben; denn obgleich die Gau B’fche Behandlung deſ⸗ 
felben Gegenflandes, fowohl in theoretifher, als in praktiſcher 
Dinficht, alles übertrifft, fo bat Poiſſon's Darftelungsweife doc) 
ihrerſeits Intereffe genug, um hier mitgetheilt zu werden. . 
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und das Product aus der Wahrfcheintichfeit der Unrichtigkeit eines 
freifprechenden Urtheiles, und der Wahrſcheinlichkeit, daſſ ed aus: 
gefprochen werden wird, iſt ebenfo das Maß der Gefahr, welcher 
Die bürgerliche Gefelfchaft ausgefegt ift, und welche man ebenfalls 
kennen muſſ, weil es die Größe diefer Gefahr ift, welche allein 
bie etwaige Werurtheilung eines Unfchuldigen rechtfertigen kann. 
In diefer wichtigen Unterfuchung der Angelegenheiten der Menfchs 
beit und ber Öffentlihen Ordnung würden die analytiſchen Formeln, 
welche dieſe verfhiedenen Wahrfcheinlichkeiten ausdrhden, durch 
nichts erfegt werden Eönnen. Denn wenn es 3. B. darauf an⸗ 
kaͤme, die Anzahl der Gefchworenen eines Geſchworenengerichtes zu 
verändern, oder zmei Länder, in welchen die Geſchworenengerichte 
verſchieden eingerichtet find, mit einander zu vergleichen, wie fönnte 
man ohne Hülfe diefer analytifhen Formeln beurtheilen, ob ein 
z. B. aus 12 Gefchworenen, die bei einer Stimmenmehrheit von 
wenigftend 8 gegen 4 urtheilen, beftehendes Geihmworenengericht 
den Angeklagten oder der bürgerlichen Gefelfhaft eine größere oder 
geringere Garantie gewährt, als ein anderes Gefchworenengericht, 
welches 3. B. aus 9 Geſchworenen befteht, die aus derfelben Lifte 
al3 die vorigen genommen find und bei irgend einer andern Stim⸗ 
menmehrheit aburtheilen? Wie ließe ſich entſcheiden, ob die Ein⸗ 
rihtung der Geſchworenengerichte in Frankreich vor 1831, wo das 
Urtheil bei einer Stimmenmehrheit von wenigſtens 7 Slimmen ge⸗ 
gen 5 gefaͤllt werden muſſte, und bei der kleinſten Stimmenmehr⸗ 
heit die Intervention der Richter ſtattfand, vortheilhafter oder nach⸗ 
theiliger iſt, als die gegenwaͤrtige Einrichtung der franzoͤſiſchen Ge⸗ 
ſchworenengerichte, wo die Urtheile bei derſelben kleinſten Etimmens 
mehrheit und der Beruͤckſichtigung der Milderun gsgruͤnde ges 
talk werden? 





\ Sn halt sverzeichninſ. 
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Erſtes Qapitel Aligemeine Regeln der Babriche inliche 


keitrechnung..... ann 
Erklãrung der Wahrſcheinlichkeit eines ungewiſſen Creignifjes. Unterfejied 
zwiſchen abfiracter Wabrfcheinlichleit (chance) und fubjectiver 
Wahrſcheinlichkeit (probabilite).. Maß der Wahrſcheinlichkeit. Gegens 
fand der Wahrfcheinlichkeitsrechnung. Beweis der Grundregeln dieſer 
Rechnung. Anwenbungsbeifpiee - . + » ..6 


5. 13, 


Formeln in Beziehung auf die. Wiederholung ber Greigniffe in einer Vers - 


fuchöreihe. Auflöfung ber Aufgabe über die Theilung des Gewinnes beim’ 


Spiele. ‚Auflöfung einer andern, Aufgabe, welche fi auf die Entwides 
lung einer gegebenen Potenz eines. Polynomes gründet. Anmerkung. über 
reinem Ball, wo die Wahrfcheinlichkeiten während der Verſuche veränders 
ich find. Mahrfcheinlichkeit, sm weiße und # ſchwarze Kugeln zu ziehen, 
wenn man zugleih men Kugeln aus einer Urne zieht, weldye weiße 
und ſchwarze ‚Kugeln in einem gegebenen Berhältnifle enthält . + . +» 
Allgemeine Regel zur Beftimmung ber Wahrfcheinlichkeit zufammengefester 
Greigniflfe, wenn ſich bie MWahrfcheinlichkeiten ihrer einfachen Ereigniſſe 
während ber Verfuche auf eine beliebige Weile ändern - x. . » 
Anwendung der Wahrfcheinlichkeitsrechnung auf die Beftimmung ber mit even⸗ 


14-19. 


280. 


tuellen Ereigniffen verbundenen Vortheile. Berechnung der verichiedbenen - 


Wahricheinlichkeiten der ehemaligen Loterie de France. Vorurtheile über 
das Herauskommen der Nummern. Mathematiſche und moralis 
fhe Hoffnung. Erklärung einer Schwierigkeit bei der Anwendung 


" der Regel der. mathematifchen Hoffnung . 0 0 0 0 VW vr er 8 9 0% 


Wenn es eine unbelannte Urfache gibt, weldye das Gtattfinden eines von 
zwei entgegengefegten Greigniffen Z und F begünftigt, ohne daſſ man 
weiß, welches; fo wird dadurch immer die Wahrfcheinlichkeit der Ueber⸗ 
einftimmung ber Greigniffe bei zwei ober mehrern Berfuchen vergrößert . 

| Zweites Kapitel. Fortfegung der allgemeinen Regeln 
der. Bahrſcheinlichkeitsrechnung. Berechnung der 
VBahrſcheinlichkeiten der Urſachen und der künfti— 
| gen Ereigniffe nad der Beobahtung vergangener 
Ereigniffe - 2.0 0 0 0 0 0 0 0 1 et 1 1. 0. 

Bebeutung ber Ausbräde Ur ſache und Zufall in der Wahrfcheinlichkeits- 

rechnung, Regel gur Beſtimmung der Wahrſcheinlichkeiten der verſchiede⸗ 


Seite 30. 


XIV 


nen möglichen Urfachen eines beobachteten Greignifee. Bemerkung über 
die Anwendung diefer Regel auf fucccffive Ereigniffe. Regel zur Beſtim⸗ 
mung der Wahrfcheinlichkeiten anderer Ereigniſſe ale die beobachteten, 
welche aber von denfelben Urfachen abhängen, indem jedoch vorausgefegt 
‘ wird, daſſ das Stattfinden ber vergangenen Greigniffe auf das ber zus 
Zünftigen Leinen Einfluff hat. Anwendung biefer beiden Regeln auf bes 


fondere Beifpiele . 0 tr .- 1 1 8 L 1 1 Tr tr 1 0 8.278 


Ausdehnung dieſer Regeln auf die Fälle, wo man über bie ungewiflen Er⸗ 
eigniffe vor den Beobachtungen einige Auffchlüffe hat, Beifpiel, woran 


bie Nothwendigkeit der Berüdfichtigung dieſes ‚Umffanbes, gezeigt wird .— 3 


Zormeln für die Wahrſcheinlichkett der Beugniffe. Dir Hall, od man blos 
wiffen will, ob ein Ereigniff war oder falfch ift, wenn es von einem 
oder mehrern Zeugen bejaht oder derneint wird. Der Fall, wo mehr ale 
zwei Greigniffe haben ftattfinden können, und wo das Stattfinden eines 


beftimmten Greigniffes von einem Beugen behauptet: wird. Lehrfad In Bes 
: ziehung auf die Wahrfcheinlichkeit eines Ereigniffes , zu deſſen Kenntniff 


wir durdy eine Reihe von ‚traditionellen Beugniffen gelommen find . 


Wenn eine große Anzahl von Ereigniffen möglich find, und alle a priori 


gleiche und fehr geringe Wahrfcheinlichkeiten haben , fo muſſ das Statt⸗ 
finden eines dieſer Ereigniffe, welches irgend etwas Merkwürdiges 
barbietet , höchſt wahrjcheintic .einer von dem Zufalle verfchiedenen, und 
z. B. dem mienfchlichen Willen analogen Urſache EC zugefchrieben werben. 
Wenn die merkwürdigen Sreigniffe vor der Beobachtung weit wahricheins 


licher waren’ als bie übrigen, fo wird die Wahrfcheinlichkeit der Wirkung . '- 
einer Urſache O Tehr gefhwächt, und fie kann fo gering fein, daſſ es nicht 


nöthig iſt, ſie in Weträcht zu ziehenn. re nie. .. 
Transformation der Formeln fir die Wahrfcheinlichkeiten der urſachen und 
künftigen Ereigniſſe, wenn die Anzahl der möglichen Urſachen unendlich 


groß iſt, in beſtimmte Integrale. Man braucht die gemeinſchaftlichen Ur⸗ 
ſachen vergangener und künftiger Ereigniſſe nicht zu betrachten und kann 


. 414 


beide als zuſammengeſetzte von demſelben einfachen Ereigniſſe @ , deſſen 


undekannte Wahrſcheinlichkeit unendlich viele Verthe haben Tann, abhäns 
gige Ereigniffe betrachen 2... een de 
Anwendung diefer Integrale auf die Aufgabe, wo man, wenn das Ereig⸗ 
niſſ @ in mn Verfuhen mamal und das entgegengefehte Ereigniſſ 7 


8. 434! 


die übrigen »mal ftattgefunden hat, die Wahrfcheintichkeit beftimmen foll, 


daff biefe beiden Ereigniffe in m’ +7‘ tünftigen Verfuchen reſp. m’ und 
a mal ftattfinden. Der Fall, wo man a priorl weiß, daſſ ſich die uns 
bekannte Vahricheimiichteit von G ſehr wenig von einem gegedenen Bruche 
entfern..... 
Ausſpruch des Theore mes von Ja cob 8 ernoulli, daff fich die Ereigniffe 
in einer ſehr großen Anzahl von Verſuchen in dem Verhältniff ihrer reſp. 
betonten ‚oder unbelannten, aber als conftant vorausarfekten Wahr⸗ 
fheinlichkeiten wiederholen. Anwendung auf ein Beifpiel aus’ ber Arith- 
metique morale von Buffon. Anbdeutung bes auf die-Binomialformel 
gegründeten Beweifes des Bernoullifchen Sheoremes . + + «+ 
Ausfprücde dreier allgemeiner Säge, welche. im vierten Kapitel bewiefen wers 
den und fi auf bie Wiederholung der Greigniffe beziehen‘, deren Wahrs 
ſcheinlichkeiten ſich während ber Verſuchz auf eine hellebige Weiſe ändern. 


g. 4648 


6.4951 











durch die Appellationchofe deſtätigten Erkenntnifſe zu der Anzahl der jähes: ’ 
Hd) vor die Appellationshöfe gelangenden Grkenntniffe erflev Inſtanz. 

Die geringe Veränderung biefes Verhältniffes während drei fuceeffiver 

Jahre ift ein ſehr mertwürbiger Beweis des Geſetzes ber großen Zahlen. 

Aus diefem Beobachtungsdatum werden bie Wahrfcheintichkeiten der Kich⸗ 

tigkeit der Entfcheibungen der erften und zweiten Inſtanz, fowohl wenn 

fie einftimmig, als wenn fie entgegengeſedt find, abgeleitet .. s 150—151. 





AUunbang!. Anwendung ber Wabrſcheinlichkeitsrechnung 
auf die Berechnung der Leibrenten, Lebensverfiches 
rungen uf. Wo 0 0 et 1 1 1 ne 0 0. Seite 379, 

Conſtruction der Mortalitätstafeln - oo 0 00 0000. 0 +1 

Mathematifches Geſetz der Sterblihleit - » + o — 8. 7. 

Bufammengefegte Lebenswahrfcheinlichkeiten - 0 oe + 0 2 48. 86-W. 

Leib = oder Lebensrenten. Temporäre unb aufgeichobene Leibrenten. Leibs 

venten auf verſchiedene Verbindungen von Perſonen und bei einer bes, 





flimmten Ordnung bes Ueberlebend oo 00 een. 
Lebensverfiherungen - oe 2 0 0 0 0 nennen nee. 3, 
Zemporäre Lebensverſicherungennnn.. 8. 36. 
Aufgeſchobene Lebensverſicherunggen. 8. 88. 
Von den Verſicherungen, welche von einer beſtimmten Ordnung des Ueber⸗ 

lebens abhaͤngen ne Seiteee33333::*22 
Bon den Leibrenten auf ſucceſſive Beſitzer.... ve... $. 45-48 
YAubang II. Bon ber moralifdhen Hoffnung 0.0.00 „ @eite 406, 
YAubang HEIL. Ueber die Wahrſcheinlichkeit der mittler "4 

Beobahtungsrefultate - » . «+ . .. ” @rite 177.4 

Ynbang IV. Ueber die Anwendung der Waͤhrſcheinlich— — 






keitsrechnung auf bie Naturphiloſopphie.... .Seite 528, : 
Sterblichkeitstafeln e——————606 Seite 332 337. ? 






































Wahrſcheinlichkeit des andern Einfluff hat, fo iſt die Wahrſcheinlichkeit Des 
aus Z und Z, zufammengefehten Ereigniffes dem’ Producte pp, gleich, 
worin p- die Wahrfcheinlichkeit des Ereigniſſes Z bezeichnet, welches 
zuerſt ftattfinden muſſ und >, die Wahrſcheinlichkeit, daſſ, wenn dab 
Ereigniſſ Z ſtattgefunden hat, das Ereigniſſ Er hierauf fattfinden 
wird. 
Benn z. B. a und 5 die Anzahlen der in einer urne A enthals 
tenen weißen und ſchwarzen Kugeln und c ihre Summe a-+5 be 
‚zeichnen, E das Ziehen einer weißen Kugel bei einem erften Verſuche 
und Z, bad einer weißen Kugel bei einem zweiten Berfuche, ohne baff 
bie bei dem erften gezogene Kugel wieber in bie- Urne gelegt wi; 
iſtz ſo hat maͤn zuvoͤrderſt: 


P=—. 


c 


‚Aber bei dem zweiten Verſuche hat fich die Geſammtzahi der Ku⸗ | 
geln in ver Ume auf c—1 und bie der weißen Kugeln auf a—1i 
rebucirt; man hat. folglich: 


ao—1 


Pı= c—ı 
als die Bahrföriniätei des Zuges einer neuen weißen Kugel, und 
folglich : | . | | 
| _a(a—1) 2 cd 
p Pı 17 C c(c—ı) c— 1) 
für die des Zuges zwei weißer Kugeln, 
Ebenfo findet man: 





| ab 
PP = 

für die Wahrſcheinlichkeit des Zuges einer weißen u und einer ſchwarzen 
Kugel in einer beſtimmten Ordnung, wenn die bei dem erſten Verſuche 
aus der Urne gezogene Kugel nicht wieder hineingelegt wird. 

Allgemein, wenn aus der Urne A ſucceſſive mn Kugeln ges 
zogen, aber nicht wieder ‚hineingelegt werden, und man bezeichnet Die 
Wahrfcheinlichkeit,, in einer beftimmten Ordnung. za weiße ımd 7 fchwarze 

“ Kugeln zu ziehen, mit a; fo bat man: 


0(a-1)(e—2).. ent ENE-3).. —E 


—— — 2 m —— —8, 
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fen; und alſsdann ergäbe fih: -— ey 
Be EEE 5 TE 3... 1.75 | 
77.18.19... 81.32’ 


‘ 
a) 

» 
7 


oder wenn man reducirt: 
m i 1 " 'n 
"7 601080390 ’ 


d.h eine Größe, welche etwas kleinet iſt, als ein Sechshundertmil 
lientel. Man muͤſſte alſo etwas mehr als 600 Millionen Verſuche an⸗ 
fell, um eine Wahrfcheinlichleit S zu erhalten, oder ungefähr 2 
gegen 1 wetten zu können, daſſ das Ziehen ver 16 rothen Karten we⸗ 
nigſtens einmal unterbrochen wird. 

$ 10. Wenn ein Ereigniff Z in mehrern von einander unabhän- 
gigen Fallen flattfinden Tann und die. Wahrſcheinlichkeit feines Statt 
findend ion erften Falle =p,, im zweiten =p2,... if, fo if bie 
volftändige Wahricheinlichkeit feines Stattfinbene die Summe aus allen 
biefen einzelnen Wahrſcheinlichkeiten, fo dafl, wenn man fie mit > be 
zeichnet: 

P=Ppı +PatPst .. 

iſt. | | 
Um die Begriffe zu firiren, wollen wir annehmen, man hätte 2 
Umen A mit weißen und ſchwarzen Kugeln und bie Gefammtzahl der 
weißen und fchwarzen Kugeln und die der weißen Kugeln allein bes 
ige in der erfien Ume refp. c, und @,, in ber zweiten c, und Gy 
u. ſ. f, und wir wollen ferner annehmen, daſſ das Greigniff Eve 
ug einer weißen Kugel fei, wenn man zufällig in eine diefer Urnen 
greift. Dieſes Ereigniſſ kann alddann auf 2 verfchiedene Arten flatt: 
finden, weil ed 2 Umen gibt, wo auß jeber eine weiße Kugel gezogen 
werden kann. Die Wahrſcheinlichkeit, daft man in irgend eine dieſer 


umen greift, ift für alle biefelbe und =, und die Wahrſcheinlichkeit 


des Zuges einer weißen Kugel iſt reſp. gleich 9 23 ,... je nach⸗ 
PR c2 


dem man wirklich in die erſte, zweite, dritte,.. in greift. Nach 
der. Regel in $. 5. find die Wahrfcheinlichkeiten 25, Par Pgr ... ber 
derfihiebenen Arten, auf welche E ftattfinden kann, folglich: en 
a „—ıa „—1% 
Ich Pı=7 Ü:6y Ps ca eic, 


p1* 
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Perſon ihre Meinung ſtuͤtzt, Heiner, als die Wahrfcheinlichkeit 32, wors 
auf fih die Meinung der erfin Perfon gründet. Diefes ift ein fehe 
einfaches Beifpiel, und es ließen fich leicht mehrere anführen, von dem 
in 6. 1. hinfichtlich der entgegengefeßten Urtheile verfchiedener Perfonen 
über denfelben Gegenftand Gefagten. 


Ferner wollen wir annehmen, wir wüflten, bafj eine Urne A 

eine gegebene ‚ Anzahl 7» weißer und ſchwarzer Kugeln enthält; aber 
nicht, wie viel von jeder Art, fo koͤnnen wir in diefer Beziehung a +1 
verfchievene und gleich mögliche Vorausſetzungen machen, welche eben 
fo viele verfchiedene Arten des Zuges einer weißen Kugel find. Dicke 
verfchiedenen Vorausſetzungen find folgende: die Ume enthält entwedern. 
weiße Kugeln, oder n—1 weiße Kugeln und eine ſchwarze, oder n—% 
weiße und 2 fchwarze, ... oder endlich  fchwarze Kugeln. Da ale 
diefe Vorausſetzungen gleich möglich find, fo ift die Wahrfcheinlichkekt 


jeber. derſelben =. folglich find bie einzelnen Wahrſcheinlichkelte 
des Zuges einer weißen Kugel in dieſen verſchiedenen Vorausſetzungen 
reſp.: 


























1 1 
T— p 
und die vollſtaͤndige Wahrſcheinlichkeit c dieſes Ereigniſſes wird dung 
die Groͤße: 


% 








1 n , n—1,n—2 n—n 
eur, tt 47 
ausgebrüdt, welche fih auf z rebucirt, wie ed auch der Fall fein muß, 
weil wir feinen Grund haben, eher den Zug einer weißen, als ben ej⸗ 


ner ſchwarzen Kugel anzunehmen. 


Aber wenn wir wiffen, daſſ in ber Ume A die Anzahl der web 
Ben Kugeln zuverläffig größer ift, ald Die der fchwarzen, fo ift der W 
von @ größer, ald 4, und um ihn zu beſtimmen, muff man die b 
den Fälle, wo n eine ungerade oder gerade Zahl ift, unterfcheiden, 
Wenn 2 .eine belichige ganze Zahl bezeichnet und r=2:+1 if, ff 
kann man hinfichtlich der Anzahlen der in der Urne A enthaltenen | 
fen ober fhmarzen Kugeln nur 2-1 verfhiebene und gleichmoͤgl 
Boraudfegungen machen, indem man annimmt, daſſ fie entweder 22-4 
weiße Kugeln, ober 22 weiße und 1 ſchwarze, ... oder endlich + 
weiße und 2 fchwarze enthält, und in. biefem erſten Falle ift der 1 


fländige Werth von w: 
BR 
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1 (it, 2 2-1, ., ‚i4 
—7rıltı 21 ta 17T etz ) 
welche Größe ſich auf: 


reducitt. Sie ift für 2=0, wie es fein muſſ, der Einheit gleich, 
nimmt fortwährend ab, je mehr z zunimmt und nährt fi ohrte Ende 
dem Werthe 2 Wenn n—=2.4-2 ift, fo kann man wieder +1 


' gleich mögliche Vorausſetzungen machen, indem man annimmt, baff 


die Ume A entweder 22-2 weiße Kugeln, oder 27-1 weiße und 
eine fhwarze, .... oder enblih 2-2 weiße und 2 fchmarze Kugeln 
enthält. Hieraus ergibt fich für den volftänbigen Werth von ao; 


(ee +. ta) 


771 2i4+2 2i+2 2i4+2 2i--2 
oder was daflelbe ift: | 
Ä _ 8i-4 
=; 2'272 


Fůr die Grenzwerthe iS0 und — wird, wie im vorherges 
benden Falle, @=1 und o—=3, Fuͤr jede andere ganze Zahl z ift 


biefer Werth um den Bruh ——— 1041 Ey j ‚ deſſen Maximum = „1; | 


ft, und 2=1 entfpriht, größer, als der vorhergehende. 

Eine Urne A enthalte im Ganzen c Kugeln, wovon @ weiß find, 
und wir wollen und vorftellen, daſſ diefe Kugeln in diefer Urne fo in 
Gruppen abgetheilt find, daſſ die erſte c, Kugeln enthält, worunter 


fih @, weiße befinden, die zweite c, Kugeln, wovon a, weiß find, 


u ff, fo daſſ man hat: 
| +6, ++". 
a, ta,+0,-+. 
Es fei p die Wahrfcheinlichfeit des Zuges einer weißen Kugel 
aus dieſer Urne, ſo muſſ fie =— fein, was blos eine Beftätigung der 
Regel im vorhergehenden $. ift. ine weiße Kugel kann aus der er: 


‚ Ren Gruppe gezogen werden, wofür die Wahrfcheinlichkeit durch das’ 


Product aus der Wahrfcheinlichkeit 4, daſſ man in diefe Gruppe greift, 
2* 
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und der Wahrſcheinlichkeit Fr daſſ man aus berfelben eine weiße Ki 


gel zieht, ausgedruͤckt wird. Daſſelbe gilt in Beziehung auf alle uͤbr 
gen Gruppen, und folglich wird der vollſtaͤndige Werth von p ausg 
drüdt durch: . 

6 ‚a Cq cn 


P=— — + 4 etc. 


c c: c 6 
und rebucirt ſich vermöge ber zweiten ber beiden: vorhergehenden Gla 
chungen wirklich auf — Aber wenn man. alle diefe Gruppen va 


Kugeln in verfchiedene: Umen A, Ag, Ag,.. legt, pic 
Wahrſcheinlichkeit, daraus eine weiße Kugel zu ziehen, nicht me 


a N oe . ‘ j 
m wenn nicht alle die Zahlen cy, c2, cg, ... einander glei 


fi nd, fondern fie ift im Allgemeinen von, der Bertheilungsart der mw. 
gen und fehwarzen Kugeln ber Urne 4 unter die Umen A,, A,, # 

. abhängig, und wir koͤnnen fie nur dann berechnen, wenn bie 
Bertbeilung bekannt if. Jedoch ift für Semanden, ver diefe Art © 
Vertheilung nicht kennt, der Grund zu der Annahme ded Zuges eire 
weißen Kugel aus dem Inbegriffe der Umen A,, A,, Az,... offe 
bar derfelbe, ald für den Zug einer folchen Kugel aus der Urne _ 
und folglich ift die MWahrfcheinlichkeit dieſes Zuges für dieſe Perfo 
welche von der abſtracten Wahrfcheinlichkeit deſſelben verfchieden & 


— Z, Wir wollen’ z. B. annehmen, die Urne 4 enthalte zwei wei 
c 


und eine ſchwarze Kugel, und man habe in die Urne A, zwei Kuge 
und in die Urne 4, bie dritte gelegt; fo gibt es für biefe Perfon dı 
gleich mögliche Bertheilungsarten der drei Kugeln der Ume 4 uni 
die Urnen A, und A,, naͤmlich es koͤnnen die beiden weißen Kuge 
in die Urne A, und die fhwarze in die Urne A,, oder eine wei 
und Die fchwarze Kugel in die Urne A, und die andere weiße Kug 
- in. die Urne A,, ober endlich dieſe weite weiße Kugel nebſt D 
ſchwarzen Kugel in die Urne 4, und die erſte weiße Kugel in d 
Urne 4, gelegt fein. In dieſin drei Fällen find die MWahrfcheinlid 
feiten, aus der einen, ober der andern ber urnen A, und A, en 
weiße Kugel zu ziehen, refp. 


314-0), 3442), 16 1), 
und wenn man ihre Summe bildet, und dieſe durch 3 dividirt; f 
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erhält man die volftändige Wahrfcheinlichkeit diefes Zuge — 3; alfo 
diefelbe, wie für den Zug einer weißen Kugel aus der Urne 4. 
Endlih wollen wir ein Syſtem von Umen D,, Dy, Dy- 
betrahten, wovon die erfte c, Kugeln enthält, worunter a, ” weite find 
die zweite c, Kugeln, wöben a, weiß find, ... und annehmen, daſſ 
aus irgend einem Grunde die Mahrfheinlichkeiten , daſſ in 'diefe Urnen 
geariffen wird, um daraus eine weiße oder ſchwarze Kugel zu ziehen, 
nicht dieſelben ſeien. Alsdann ſei k, die Wahrſcheinlichkeit, daſſ man in 
die urne D, greift, um eine weiße oder fchwarze Kugel aus derfelben 
Aen ‚ k, diefelbe Wahrfcheinlichkeit in Beziehung auf die Urne D,, 
3 ſo iſt nach $. 5. bie Wahrſcheinlichkeit des Zuges einer weißen 


Kugel aus der erſten Urne — A 3, die des Zuges einer weißen Ku⸗ 


gel aus der zweiten Urne —k, ... und dieſe Producte druden 


folglich die einzelnen gBabefeioläföiten Pır Par Par... in Bezie⸗ 

hung auf die verfchiedenen Arten, auf welche der Zug einer weißen 
Kugel flattfinden Fan, aus. Folglich wird die vollſtaͤndige Wahrfchein- 
ühteit = dieſes Ereigniffed ausgedruͤckt durch: 


— kı aut ats a 22 + eie 


Zum Beweiſe der Regel im vorhergehenden $. in ihrer ganzen 
Algemeinheit war es hinreichend, ein Syſtem von Urmen -4,, -fa, A, 
m betrachten, für welche die Wahrfcheinlichkeiten K,, Fa, A 87. 
eimander gleich find, und nachdem dieſe Regel fo bewiefen war, führte 
re Anwendung auf andere Urnen D,, D,, Dy,.. ., für welche die 
Wahrſcheinlichkeiten |, K,, Icg beliebige erthe haben, zu dem Aus⸗ 
drude von @, welcher fi auf. den allgemeinen Kal bezieht. . 
18. ẽs ſeien nun E und F zwei entgegengeſetzte Greigniffe, 
d. b; welche fich gegenfeitig ausſchließen, und wovon dad eine immer 
Rattfinden muff. Ihre reſp. Wahrfcheinlichkeiten wollen wir mit p und, 
q beeichnen, ſo daſſ 

p+t9=1 


f ($ 3.), und wir wollen annehmen, daſſ jedes diefer Ereigniffe auf 

Weihiedene Arten ftattfinden kann, deren Wahrfcheinlichkeiten wir in 

Beichung auf dad Ereigniff E mit p5, Pa, Pa, und in Bezie— 

Yung auf das Ereigniff F mit 9,5, 92, 93,... bezeichnen wollen. 

Verden wir alddann bie ‚vorhergehende Regel fucceffive auf die Er: 
Wwuſge E un F en, fo erhalten wir: 


P=PıtPstPpst--- 
g9=9ı t92: +95 +... 
und folglich: | | 

PıtPatPpst+---+91+92+9s+- 1. 


Die Glieder des erften Theiles diefer Gleichung find bei der Unterfu 
chung eines beliebigen ungewiflen Ereigniffee Z die Wahrfcheinlichkeiten 
der verfchiedenen günftigen oder ungünftigen Combinationen, und bie 
Gleihung drüdt folglih aus, daſſ die Summe diefer Wahrſcheinlich 
keiten immer der Einheit oder der Gewiffheit gleich ift, was in be 
That der Fall fein muß, wenn alle möglichen Combinationen in Be 
tracht gezogen find. 

Vermöge berfelben Gleichung kann der Ausdrud von > auf be 
Form: | 



















Ip +!pa+!ps+tete- ’ 
P= Ip, tips +lps + - Ig+tlgtlgst-- 
gebracht werden, wo Z eine nad Belieben angenommene Größe iß 
Die Glieder diefed Bruches find den Wahrfcheinlichkeiten ?,, Par «+ 
Q1r Ya, - - . der dem Stattfinden des Ereigniffes E günftigen und m 
günftigen Fälle proportional. Wenn man nun annimmt, daſſ fich unt 
den Gliedern des Zählers a’ befinden, welche unter fi) und der Größe w 
gleich find, a“ andere, welche ebenfalld unter fi) und der Größe .« 
gleich find, u. f. f., und wenn man ebenfo annimmt,. daſſ fich ıumte 
den Gliedern ded Nennerd c’ Glieder befinden, welche den gemeinfch« 
lichen Werth y’ haben, c’ andere Glieder, deren gemeinfSaftiie 
Werth Y“ ift, u. ſ. f.5 fo verwandelt ſich der vorhergehende Aust 
von p in: 
. _ Ha tea Tea tete. 
y Yyoty' typen tete.‘ 
Wenn alfo nicht alle dem Ereigniffe E günftigen und ungünft 
gen Fälle diefelbe Wahrfcheinlichkeit haben, fo erhält man die Wat 
fcheinlichkeit von Z, wenn man bie Zahlen der gleich möglichen Faͤt 
durch Größen multiplicirt, welche ihren refp. Wahrfcheinlichkeiten yıg 
portional fi find, und dann die Summe diefer Producte für alle günf 
gen Fälle durch) die Summe derfelben Probucte für alle möglichen F 
dividirt. Diele Regel ift allgemeiner und laͤſſt fi oft auch beque 
anwenden, ald die in $. 2., weil fie nicht erfordert, daſſ alle gas 
gen oder ungünftigen Fälle, wovon dad Stattfinden eined ungen 
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baffelbe Ereigniff Z bezeichnen , fo find die ihrer Permutationen, welche 
fih nur durd die Stellen von Z von einander untericheiden, ebenfalls 
einander gleich, und die Anzahl der jegt noch verfhiedenen Permutatiee 
nen wird erhalten, wenn man bad vorhergehende Product durch bie 
Anzahl der Permutationen aus nm Buchſtaben, d. h. durch: 


1.2.3... m 


dividirt. Wenn die aͤbrigen u— m ober n Buchſtaben auch daſſelbe 
Ereigniſſ F bezeichnen, fo muſſ dieſes Product auch noch durch DW 
Anzahl der Permutationen aus 7 Buchſtaben oder durch: 


1.2.3...n 


dividirt werden. Folglich wird die Anzahl‘ der verfhiedenen Permu 
tationen, welhe fih aus m Greigniffen E und n Ereigniffen Fb 
den laffen, d. h. der gefuchte Werth von Ä, ausgebrüdt durch: 


1.2.3..m.1.2.3...n 


Wegen u=m-+n ift diefe Größe A in Beziehung auf zo mb 
r ſymmetriſch; allein man kann fie auch auf die beiden andern Formen: 


x "ende. —— 
1.2.3. 


K- Kulm) 
— L.2. 83...n 


bringen, welche zeigen, daſſ die WBahrfcheinlichleit ZZ oder das Pre 
duct Kpmyn das (m-+-1)te Glied in der nad den fteigenden Pe 
tenzen von p, oder dad (n--1)te Glied in der nach den ſteigende⸗ 
Potenzen von 4 geordneten Entwidelung von 9) iſt. 


Hieraus folgt, daſſ in dem Falle, welchen wir jetzt betrachten, 
wo die Wahrfcheinlichfeiten p und y der beiden entgegengefegten Er 
eigniffe E und F conftant find, die Wahrfcheinlichkeiten aller zuſam 
mengeſetzten Ereigniſſe, welche bei u Berfuchen ftattfinden können, d 
die verfchiedenen Glieder der Entwidelung von (pP+g)* —* 
werden. 


Die Anzahl dieſer Ereigniffe ft =u +1. Sie find ungl 
wahrfcheinlich, fowohl wegen der verfchiedenen Menge von 1 ung 
nen, in welchen fie flattfinden koͤnnen, und welche für jedes. d 

durch die Zahl X ausgebrüdt wird, als wegen der Ungleid 








fen, betrachtet werben, und bezeichnen wir feine Wahrſcheinlichkeit ni 
93 fo haben wir: 





y=ytr+...,pty'=1. 


Alsdann find E und F’ zwei entgegengefegte Ereigniſſe, woven 
bei jedem Berfuche eins flattfindet, und folglich wird die Wahrſchein 
lichkeit, daſſ das Ereigniff Z bei u Verfuchen wenigſtens m mal fiait 
findet, erhalten, wenn man g°’ für g in den Ausbrud von P fekt 
Um ein Beifpiel diefer Regel ‚ welche fih auf bie Entwidelung de 
Potenz eined Polynomes gründet, zu geben, wollen wir annehmen, 
deſ eine Urne 4, m Kugeln enthält, welche mit den Zahlen 1, 2, 3 

. m bezeichnet find, und daſſ aus derſelben uwmal eine Kugel ge 
zogen wird, indem die gezogene Kugel jedesmal wieder hineingedeg 
wird; fo ift bei jeder Ziehung die Wahrfcheinlichkeit des Treffens eine 
Kugel mit einer beftimmten Zahl für alle Kugeln diefelbe, während de 


1 
Verſuche conftant und =— Nun wollen wir mit n,, Ra, Ng,... Tim 
gegebene Zahlen bezeichnen, welche O, gleich, oder ungleich fein Te 
nen, wofern nur immer: 
a, tn, tn3t+... I7m=u 


ift, und es fei U die Wahrfcheinlichkeit, daſſ die Kugel mit der Zahl 1 
rn, mal, die mit der Zahl 2 bezeichnete Kugel n, mal, . ‚und die 
der Zahl m bezeichnete Kugel m in einer beliebigen Dronung gezogen 
werden. Wenn man: 


Gt, +t;+ ... 21 7) a 


fest, und 6 nad) den Potenzen und Producten der unbeflinmten Geb 
Ben £,, Lg &gr - . » im entwidelt; fo ift der Werth von U das Gliech 


dieſer Entwickelung , weldyes das Product 2 E> * ... em entiäl, 





wenn man alle dieſe unbeftimmten Größen darin = — - fett. 
4 
"man den Bahlencoefficienten diefed Productes mit N bezeichnet, fo, u 
man folglich: | F 
U= 1 N, 
m!* 


wo N eine ganze Zahl ift, welche von u und den Zahlen num 1, r 
. Am abhängt, nämlich): . 





ſcheinlichkeit aus, daſſ man bei dem gleichzeitigen Wurfe von u Wär 
feln eine Summe =s trifft. Es ſei z. B. AB8 und folglid: 


T=1B (141412 +18 +10 18), V=Mn. 


Die Entwidelung von Z’ befteht aus fechözehn Gliedern; die Goch 
fiienten der gleichweit von den Endgliedern entfernten Glieder, wie 
M; und Mg, M, und Mn... Mo und M,, find einande 
gleih; die Summe aller Goefficienten wird durch den Z=1 entfpre 
chenden Werth von 7 oder 68 audbebeädt, die Summe der acht ei 
erften Goefficienten M,, M,, ... Mo ift, wie die ber acht letzta 
Eoefficientn, My, Miar--- Mıs gleich 46°, und folglich iſt Dei 
MWahrfcheinlichkeit, mit 3 Würfeln eie Summe 10 oder eine Hein 
zu treffen, fowie die Summe 11, oder eine größere zu werfen, =y 
fo daſſ man eine gleiche Wette eingehen oder 1 gegen 1 wetten Fan 
daff die Summe der drei geworfenen Zahlen größer oder Heiner, «4 
die Zahl 10 if. Hierauf gründet fi) das Spiel, welche man Kun 
cheln nennt. Auch ohne alle Rechnung uberzeugt man fich leich 
von der Gleichheit der für beide Spicler ſprechenden Vadtſcheinlichee 
wenn man bemerkt, daſſ die Zahlen auf je zwei gegen einander uͤbe 
liegenden Flaͤchen deſſelben Wuͤrfels die Summe 7 bilden, z. B. 1 u 
6, 2 und 5, 3 und 4. Wenn alſo die drei Würfel auf den 2 
fallen, fo bilben die drei oben und unten liegenden Zahlen immer dk 
Summe 21; und wenn folglich die Summe der obern Zahlen größe 
ift, ald 10, fo tft die der untern Feiner, und umgekehrt. Es ift al 
ganz daſſelbe, ald wenn der eine Spieler wettete, daſſ die Eumm 
der obern Zahlen größer fei, ald 10 und der andere, daſſ die Summe 
der untern Zahlen Kleiner fei, ald 10. Nun ift aber einleuchtend, 
die MWahrfcheinlichkeiten dieſer beiden Ereigniffe einander gleich find 
denn was für drei Zahlen auch oben und unten liegen mögen, fo # 
das entgegengefeßte Ereigniff, d. h. daſſ leßtere oben und erſtere unte 
liegen werden, gleich möglid. Um aber die Wahrfcheinlichkeiten der ver 
ſchiedenen Werthe von s von s=3 bis s—=18 zu erhalten, muff x 
die Größe 7 entwideln, und wenn man dieſes thut, fo findet man: 


M,=M s=1,M,=M, ,„=3,M,=M, 5 =6,M,=M, ,—1 

M,„=M, ,=15, M;=M , s=21, M,=M, 5= 25,4, ,=M = | 
als die Anzahlen der Verbindungen der drei Nummern, welche die Su 
men 3 ober 18, 4 oder 17,.... 10 oder 11 geben können, rm 


wenn man fie mit 6°— 216 bivfbirt; fo erhält man bie —* 
lichkeiten dieſer verſchiedenen Summen. 























. 1.2.8... 4% 


1.2.8...n, +1.2.8...09 ...1.2.8...nm 





mo man für dad Product 1.2. 8... die Einheit nimmt, wenn | 
n,=o ift, und ebenfo bei jedem ber ähnlichen Producte verfährt. 


Nun fei s die Summe der in. u Biehungen erhaltenen Zahlen, 
fo hat man : 


sn, +2n,-+3n,+ ..tMrm. 


Benn alfo s eine gegebene Zahl ift und man nimmt für n,,n,, 

. Arm fucceffive alle ganzen Zahlen oder Null, welche diefer Glei⸗ 

ann Genüge leiften und deren Summe =u it, bezeichnet die corre⸗ 

ſpondirende Werthe von N mit N’, N", N", ... und die Summe 
der Berthe von U mit 5 fo ergibt fi: 


—— (N + NL NL etc) 


für die Wahrfcheinlichkeit, in zu Ziehungen eine gegebene Summe s ge⸗ 
jogen zu haben. 
Der Werth von “ laͤſſt fich leichter berechnen, wenn man in 0 
. bieunbeflimmten Größen £,, £g, Ig, ... fm in die Potenzen .Z1, 22, 13, 
„m derfelben Größe Z verwandelt Bezeichnet man alddann ben zus 
gehörigen Werth von 6 mit T’, fo ift: 


T=(+t2 1° +... +2, 


und es ift leicht einzufehen, daff die Summe NN" LNWL,,, 
nichts anders ift, ald der Zahlencoefficient von 2° in der Entwidelung 
von T. Bezeichniet man aljo diefen Coeffictenten mit Ms, fo folgt: 


VP=—M, 


wo der Goefficient Ms von den gegebenen Zahlen u, m, s abhängt 
und fi, in jedem Beiſpiele leicht erhalten läfft. 


Statt einer einzigen Urne A fann man eine beliebige Anzahl u 
don Urnen A, Ag, Ag, ... Au annehmen, wovon jede mı Kugeln ent- 
lt, ‚die mit den "Zahlen 1, 2,3,... m bezeichnet find und zu glei= 
her Zeit aus jeder diefer Urnen eine Kugel ziehen. Auch kann man 
Ratt diefer Urmen eine gleiche Anzahl von Würfeln nehmen, fo hat 
man bei gewöhnlichen Würfeln mit 6 Zlächen, die mit den Zahlen, 
1,2,3,4,5,6 bezeichnet ſi find, m=6, und F druͤckt die Wahre 
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ale Ya DEN TEEN] 
1. 2. 8. + IN 

„Ce -2)...(«-m+1)B0-1). (bn- 

x el 1-2)... (cut) 
"Die Wahrſcheinlichkeit , daff in den 4 Biehungen aud der Ur 
wenigften& m weiße Kugeln gezogen werben, ift die. Summe der n 
Merthe von IT, welche man. erhält, wenn man in diefer letzten Fi 
ſucceſſive & und 0, u — 1 und1, u — 2 und 2,...v—ru 
—— — D 
und. wie viel ſchwarze, waͤre die Wohrſcheinlichkeit des Buges einer Y 
Kugel bei einem neuen Verſuche von der Batefgeinlidteit — — — ſehr verſt 


und nach siner uns eben von E. Mondefir, ehemaligen Zchier der! 
Polytéchnique, mitgetheilten Bemerkung iſt die in Rede ſtehende Wahr] 


I= 





lichkeit von den Zahlen m und 2 unabhängig und wie vor den Biehungen = 
. Um bie Richtigkeit dieſes Satzes an einem Beifpiele zu zeigen, wolle 
a—4, 5b=3, c=T, v—_%, = 


fegen. Hinfichtlich der Zahlen m und nz gibt es drei mögliche, aber un 
wahrfcheintiche Fälle, nämlich m —2-und 20, m_luwon=l,n 
und 22. Die aus dem Ausdrucke für IT abgeleiteten Werthe der 8 
ſcheinlichkeiten diefer drei verfchiedenen Bälle find vefp. 3, 4,4. Die Q 
fcheinlichkeiten "des Zuges einer weißen Kugel bei einem neuen Verfuche | 
in biefen drei Fällen die refp. Werthe 2, 3, & und nach den Regeln in 
und 10. iſt die vollftändige Wahrſcheinlichteit des Zuges einer weißen? 


die Summe der Producte J. 2, F. 3, 4.$, welche in ber That — 4: 


iſt. Wegen des allgemeinen Beweiſes verweilen wir auf die Note voı 
Mondefir, welde er in dem Sournale ber Mathematik von etoub 
befannt maden wird. 

Der Sag ift für fih Mar, wenn .5 iſt; denn in diefem Kal 
für eine Perſon, weldhe die aus der Urne gezogenen Kugeln nicht kennt, 
der Ziehung nicht mehr Grund für die Annahme des Zuges einer weißen. 
gel, al& für die des Zuges einer ſchwarzen vorhanden , und folglich bleib: 
Waprfcheinlichteit des Zuges einer weißen Kugel immer S4. Auch Eann 
bemerken , daſſ diefer Sag in dem Falle, wo die Zahlen = und 5 uner 
groß find, mit einem andern Sage übereinftimmt, welcher im Laufe t 
Werkes bewiefen werden wird, und wornach ed gewiſſ ift, daſſ fich die 
len mn und n wie a und 5 verhalten, und alsdann ift man überzeugt, 
fih die Zahlen @’ und 2° ber noch in der Urne zurücbleibenden Kugeln ı 

falls wie a und d verhalten, fo daſſ die abftracte und fubjective Wahrfe 
lichkeit des Zuged einer weißen Kugel bei einem neuen Verſuche nicht mehr 


4 
einander verfchieden und beide bem Verhaͤltniſſe _ gleich find, 
€ € Zu 


att zn und n fekt. Baeiänen wir dieſe Wahrſcheinlichkeit mit P, 
o haben wir folglich: 
>.cle—1)(e—-2).. ent =a 2-1 2)...(2—-u-1) 
+ub.a(a—1)(a—2)...(a—-u+2) 
— y6-NDa@-1)(a-2)..(0-u43) 
2°. \ | Ä 
#{#1—)(#—2) 
an | 
.b(b—-1)(b-—2) a(a—1)(2—2)...(a-—u+4) 


red. (v2). — 
1.2.3.. 
6-9... &_n4a@-1)...a-mt1). 
Bm m—=o und nu iſt, fo muff 21 fein, und folglich ift: 
el-1)(e—2)...(c-utD)=a(a—1)(a—2)...(a—-urD) 
+u.b.a(a—1)(a—2)...(@—u-+-2) 


+ 5&-1)0(@-1)0-2)...(a—u18) 

#(#—1)(#—2) 
+ -1.2,3 

bE-NE-Da_1a-2...e_ut+ 


[2 “ . h 2 


—xX 


® . ® 0 * 


Hu. —E—— _2.. .&-u+2)a 
+5.(5—1)(6—2)...(b—-u-1), 


mad mit einer befannten und der Binomialformel ähnlichen Formel über: 
enfimmt. Im dieſer legten Kormel und in allen Formeln derfelben 
Art iſt jede Größe wie (a— 1)(a— 2)... (a—m-+-1) ein Pro⸗ 
duct aus m Factoren, für welche man bie Ginbeit nehmen muſſ, wenn 
mSo ift, woraus folgt, daſſ diefe Formel nicht für den Fall paſſt, 
wo u=0 ift, welche Ausnahme aud bei der Binomialformel ftatts 
findet, wenn ber Potenzerponent —=O iſt. 


$. 10. Es ift einleuchtend, daſſ bie Wahhanicht, m weiße 
peinonn Bahrſcheinlichkeitoͤr. etc. 


und > fchwatze Kugeln zu ziehen, noch diefelbe wäre, wen: man 
ber zu fucceffiven Ziehungen und ohne die, gezogene Kugel jede 
wieder in die Ume 4 zu legen, mit einem Male mn =u & 
aus diefer Urne zöge, was ſich in ber That leicht auf folgende $ 
darthun laͤſſt. 

Wir wollen die Anzahl der Gruppen, jede von u Kugeln, n 
fih aus den in der Urne A enthaltenen c Kugeln bilden laffen, ı 
mein mit G@u bezeichnen, fo ift: 


—_ Le ZN —DI)...(e ent) 


1.2.3... + 


Denn um alle diefe Gruppen aus denen von u — 1 Kugel 
bilden, muſſ man jede diefer letztern mit den nicht datin vorkom 
den c — A1 Kugeln verbinden, welches ———— 1) G,_1 € 
pen, jede von u Kugeln, gibt. Da aber immer u Gruppen 
— 1 Kugeln diefelbe Gruppe von u Kugeln geben, fo muff 
dad Product (c—u-F1) G uw durch u dinidiren, um die Al 
der verfchiebenen Gruppen, jede von u Kugeln, zu erhalten, un 
iſt folglich: 

Gu — G._ı. 
Zür u—1 hat man'offenbar @, =c, und wenn man fucceffive u: 
83, =4,... fest, fo folgt: 














62* .6 1.2“ 
G _ ZU g _clce—1)(c—2) 
ee =, 1.2.3 
6.— _,c(e—1)(c—2)(c— 8) 
* 1.2.3.4 ’ 
und endlich: G „eh Gu-ı, 


6. — 
— L. 2. 3... / 


was bewieſen werden ſollte. a 
Eu Bezeichnet man den Werth von Gm, wenn man darin eu 


” 
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im a und m verwandelt, mit G,, und mit G,, wenn man darin L 
und u in 5 und n verwandelt; fo hat man ebenfalld: 


a(a—1)(a— 2).. em) 


J 6* 1.2. 8... m — — 
— 
1.2.3...n 


Das Product aud G,, und G,, brüdt die Anzahl der Gruppen, jebe 
von m-+- 7 oder u Kugeln, aus, welche man aus den «+5 oder c in der 
Ume A enthaltenen Kugeln bilden Tann, und wovon jede sr weiße und 
n ſchwarze Kugeln enthält, und die Wahrfcheinlichkeit, eine diefer Grup- 
pen zu treffen, wenn man aus der Urme 4 zu gleicher Zeit u Ku- 
gen zieht, ift ferner dem Quotienten aus ihrer Anzahl und der Anganl 
aller in der Urne 4 enthaltenen Gruppen von u Kugeln gleich, d b. 
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—, und wenn man fie mit IT bezeichnet; fo hat man folglich: 
u 
* 
II = N) 
ou 


wos mit dem im vorhergehenden $. erhaltenen Werthe von ZT überein- 
finmt. Der Ausdrud für P in demfelben $. iſt auch die Wahrſchein⸗ 
lichlet, wenigftens m weiße Kugeln zu treffen, wenn man zu glei- 
er Zeit u Kugeln aus der Ume _4 zieht. 

520. In dem Beifpiele in 8. 18. änderte ſich die Wahrfchein- 
lihkeit des Ereigniſſes E während der Verſuche, weil fie bei jedem 
num Verſuche von den Zahlen abhing, welche ausdruͤcken, wievielmal 
das Ereigniff EZ und das entgegengefeßte Ereigniſſ F bereit ftattge= 
funden haben. . Aber ed gibt Aufgaben, worin diefe beiden Ereigniffe 

von einer beliebigen Beichaffenheit eigenthümliche, bei jedein Verſuche 
bon dem bereitö früher ftattgehabten unabhängige und von einem 
Verſuche zum andern veraͤnderliche Wahrſcheinlichkeiten haben. 

Es ſeien im Allgemeinen in einer Reihe von Verſuchen, welche 
man machen will, ober gemacht hat, 2, und y, die Wahrfcheinlich- 
feiten von E und F’ bei dem erften Verſuche, Pa und g, diefe Wahr: 
Iheinlichleiten bei dem zweiten Verfuche, ... Pu und gu dieſe Wahr⸗ 
ſhemichteiten bei dem letzten Verſuche, ſo daſf. 


Pptnzsuhatnml.. utauai 
| u 3* 


Um die Wahrfcheinlichleit zu erhalten, daſſ das Greignifi E 
mmal und dad Ereignifj F, n oder (u—m)mal in einer belichiges 
Ordnung flattfinden werden, oder flattgefunden haben, wollen wir wi 
Pm dad Product aud m der Zactoren ?,, Pa, Pag - Pu und bus 
On dad Product aus n der Factoren 9, Ya, Ya, +.» Qu, welche is 
keiner der vorhergehenden Gleichungen mit einem ber in Pm vorkommen 
‚den Fastoren vorfommen, bezeichnen, fo dafl, wenn Pm den Bruch pı 
enthält, der correfpondirende Bruch g, nicht in On vorkommt, nu 
baff, wenn Pm den Bruch p, nicht enthält, der Bruch g, in A 
vorkommt. Multiplicirt man alddann diefe beiden Producte Pu uhiR 
On mit einander, und bildet die Summe aller möglichen auf diefe Wei 
entftandenen Größen Pm On, deren Anzahl durch die Zahl K in 8. 14 
ausgedrückt wird; fo druͤckt diefe Summe die gefuchte Wahrſcheinlichke 
aus. 

Diefe Regel läfft fih auch noch auf eine andere Weife ausdeh⸗ 
den, welche und in der Folge von Nuten fein wird. - 


Es feien u und » zwei unbeflimmte Größen, und wir wollen 


R=(up, +99,)(up2+99g)(upg tr 93). (upu tv gu) 


feßen, fo dafj A ein Product aus u oder mn Fectoren ausbräd 
und wenn man biefes Product entwidelt, fo erhält man ein nach 
Potenzen von u und v georbnetes Polynom von 1: +1 Gliedern. W 
diefem Polynome ift der Coefficient von umor alsdann die betrachteieii 
Wahrfcheinlichkeit, baff das Ereigniff E, mmal und das ECreigniff N 
nmal in einer beliebigen Ordnung flattfindet. Wir wollen z. B. u —$ 
nehmen, fo haben wir; 


' Rzu®p,P3Ps turr(PP29stPıP392tP2P32ı) 
Tuv? (9,9298 +P2 9198 Ps 9ı 72) + 9° 91 92 98- 


Der Coefficient von u® ift offenbar die Wahrfcheinlichleit, day t 
Greigniff Z dreimal flaftfindetz der Coefficient von u2v die Wal 
fheinlichfeit, daff das Ereigniff Z zweimal und dad Ereigniff 7° eis 
mal ftattfindet, was gefchehen kann, indem das Ereigniff Z im 1 
beiden erften Verſuchen und das Ereigniff Z’ bei dem lebten, oder da 
Ereigniff F' bei dem zweiten Verfuhe und Z in den beiden andeg 
oder F’ bei dem erften Verſuche und Z in ben beiden Iehten ff j 
‚det, Ebenfo drüdt der Eoefficient von wv? die Wahrfcheinlichkeit a ° 
daſſ das Ereigniff F zweimal und das Ereigniff Z einmal ſtattfin 
und endlich drüdt der Coefficient von v° offenbar die Wahrfcheintie 
aus, daff das Ereigniff 2" dreimal flattfindet. 











dan 
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gezahlten Einſatz zuruͤckgeben. Bezeichnet man alſo das Vielfache die 
Ka ee ‚ welches die Lotterie dem Gewinner zahlen muff, mit zu 
o bat man: - 


1—1ı 1 


Ferner fei x die Anzahl der Ziehungen, welche erforderlich find, ba 
mit man 1 gegen 1 wetten kann, daſſ die auf dem Loofe bed Spie 
lers verzeichneten Nummern‘ wenigftend einmal herauöfommen ; fo fi 
nach der Regel in $. 8: 


(1 - = =# j 


und wenn bie Wahrfcheinlichkeit A ein ſehr kleiner Bruch it, ſo er⸗ 
haͤlt man ſehr nahe: 


indem man 0,69315 fuͤr den Neperſchen Logarithmus der Baht 3 3 
nimmt. 
In der loterie de France war: 


n— 90, md. 
Zr eine Kerne muff man Z=3 fegen, woraus folgt: 


5.4.8 
90.89.88 


‚Wenn alfo dad Spiel: hätte gleich fein follen, fo hätte die Lotte: 
rie dem Gewinner feinen 11748 fachen Einfag zahlen müffen, woge— 
gen fie ihm nur den 5500 fachen Einfaß, d. h. weniger, als die Hälfte 
von dem zahlte, was fie hätte zahlen müflen. Das Mißverhaͤltniſſ 
war bei der Duaterne und Duinterne noch größer, aber bei eine 
Ambe und bem einfachen Auszuge geringer. Es würde vortheil— 
haft fein, 1 gegen 1 zu wetten, daſſ eine gegebene Terne bei 8144 
Biehungen wenigftend einmal herausfommt, und nachtheilig, 1 gegen 
1 zu wetten, daſſ fie bei 8143 Ziehungen wenigſtens einmal hen 
audfommt. Zür eine vorher befegte Nummer hätte man: 


_ be 
(1-- =) —}, 2 Sn BT «m, 


‚u=11748, 8143,13... 


fo daſſ ed nachtheilig fein würde, 1 gegen 1 zu wetten, baff bieft 
Nummer in 12 Ziehungen wenigflend einmal herauslommt, aber da 





43 x 


man gewöhnlich für die Beibehaltung der äffentlihen Spiele anzug 
ben pflegt; wir haben fie nie billigen Tönnen, und fchon der Umften 
daſſ fie die Urfache zu fo manchem Unglüde und fogar zu Verbrech 
find, ift hinreichend, daſſ fie von der Megierung unterfagt werde 
flatt den Gewinn mit den Inhabern diefer Spiele zu theilen. ) 


$. 23. Das Product aus einem Gewinne und der MWahrfchet 
lichkeit, denfelben zu erhalten, nennt man die mathematiſch 
Hoffnung jeder bei irgend einer Specylation interiffirten Perſo 
Wenn 3. DB. diefer Gewinn 60000 Xhaler beträgt, und die Wah 
fcheinlichfeit ded Ereigniſſes, wovon er abhängt, iſt —J, fo fann bi 
Derfon , welche diefe Summe eventuell erhalten muſſ, den dritten The 
von 60000 Thaler oder 20000 Thaler ald eine Summe betrachten 
welche fie wirklich befißt, und welche man in das Inventarium ihre 
Vermögens ald eine pofitive Forderung aufnehmen müffte. **) 

Allgemein, wenn Ientand bei dem Stattfinden eines Ereigniffe 
E eine Summe g, bei dem Gtattfinden eines andern „Ereigniffes F 





*) Diefer Paragraph war bereits niebergefchrieben,, als das Finanzgeſetz erſchier 
welches bie öffentlichen Spiele vom 1. Januar 1838 an aufhebt. 


*) Dieſes würde jedoch nur dann erlaubt fein, wenn die in Rede ftehende Per 
fon eine große Anzahl folher Summen zu erwarten hätte, wie biefed z. % 
bei den Verficherungsanftalten der Bau ift, deren Zuftand man unterfuchen wil 
Die Refultate der MWahrfcheinlichkeitsrechnung beziehen: fich immer auf eine hit 
reichend große Anzahl ähnlicher Fälle ober Wiederholungen, aber niemals ai 
einen einzelnen fpeciellen Fall. ' Denn in einem ſolchen Falle findet das frar 
liche Creigniff entweder ſtatt, oder nicht. Wenn 3. B. eine Urne 2 weil 
und 3 ſchwarze Kugeln enthält, fo ift die MWahrfcheinlichkeit für den Zug € 
ner weißen Kugel ==. und bie für den Zug einer ſchwarzen Kugel —* 
aber damit foll nicht gefagt fein, daſſ fchon bei 5 Ziehungen nothwendig “ 
weiße und 8 ſchwarze Kugeln gezogen werden , fondern daſſ ſich die Anzahle 
ber gezogenen weißen und ſchwarzen Kugeln erft bei einer fehr großen Anzaf 
von Biehungen, indem bie gezogene Kugel jedesmal wieder in bie Urne geleg 
wird, wie 2:8 verhalten werben. Go wenig aber die mathematifche Wahr 
fcheinlichkeit auf einen einzelnen Fall anwendbar ift, eben fo wenig iſt es aut 
die mathematifche Hoffnung , welche das Product aus diefer Wahrfcheinlichkei 
und einer conftanten Größe ifl. Hat z. B. Iemand bie Wahrſcheinljchkeit £ 
bei einem Spiele die Summe von 4000 Thaler zu gewinnen, fo ift der Wert 
feiner Erwartung nad) dem Obigen —41.4000—1000 Thaler; aber Nie 
mand wird ihm für dieſe Erwartung biefen Werth zahlen, wenn nur ein ein 
ziger Verſuch gemacht werden foll, wohl aber, wenn eine große Anzahl 
3: B. 40000 Verſuche gemacht werden. Denn bei diefen 40000 Verfuche 
würde der Spieler ungefähr 10000 mal gewinnen 3 alfo im Ganzen 4001 
>. 10000 = 40000000 Thaler , und folglich betrüge ber mittlere 'obe 
durhfhnittliche Gewinn bei jedem der 40000 Verſuche 2 
— 1000 <Zhaler. Anmert. d. Uchsrf. 











fetten von ori bis Im multiplicirt. Bezeichnet man alfo den 
ftändigen Werth der mathematifchen Hoffnung der Perfon A ode 
Summe, welche fie der Perfon B geben muff, damit das Spiel 
ift, mit e, fo bat man: 


s—:+1 NETCRREEREREN — 


oder: 
e=6+( +4 (1-—G) 


welche Größe: nicht mit m fortwährend wächft, fondern. im Gegen 
von dieſer Zahl faft unabhängig ift, und fich beinahe auf: 

e=8-+-1+h | 
rebucirt, wenn m fehr groß iſt. Nun kann aber das Vermögen 
B niemals fo groß fein, dafj & aufhört, eine wenig beträchtliche 
zu fein, und folglich muſſ A bei diefem Spiele nur eine wenig bet 
liche, zwifchen 81 und 8-+-2 liegende Summe wagen. Wenn 
annimmt, daſſ DZ ein Vermögen von 100 Millionen Thalern be 
fo findet man, daſſ 226 die höchfte in 5 enthaltene Potenz von 2 
d. h. E=26, fo daff die Perfon A fchon im Nachtheil fein wi 
wenn fie 28 Thaler, oder mehr gegen dad bedeutende Vermögen 
B aufs Spiel fegen wollte. 

Wenn man die Regel der moralifchen Hoffnung auf dieſe 
gabe anwendet, fo ergibt fi für die Summe, welche A aufs € 
fegen Fann, ein anderer Werth, welcher von dem Vermoͤgen der ' 
fon A und nicht von dem der Perfon .B' abhängig ift;*) allein 
fheint und, daſſ es bei diefem Spiele die Möglichkeit ift, daſſ A 
B die vollftändige Summe erhalten kann, welches der Summe, die 4 
dem Anfange ded Spieles an B zahlen muſſ, eine gewiffe Grenze ſetzt 
826. Wir fohließen dieſes Kapitel mit einigen Bemerkur 
“über den Einfluff einer unbekannten, einem gewiffen Creigniffe g 
fligen Urfache, wodurch, wie wir fogleich fehen werden, die W 
icheinlichfeit der Uebereinftimmung der Ereigniffe in einer Reihe 
Verſuchen fortwaͤhrend vergroͤßert wird. 


9) Theorie analytique des probabilites, page 439. 
) Wegen der moraliichen Hoffnung vergl. Anhang II. 
, ’ 




















ergebende. Wahrſcheinlichkeit jeder derſelben zu beſtimmen, was vermit⸗ 
AR des folgenden Lehrſatzes geſchehen Tann: 

Die Wahrſcheinlichkeit jeder ber möglichen Urſachen 
eines beobachteten Ereigniſſes wird erhalten, wenn man 
die Vahrſcheinlichkeit, welche dieſe Urfahe dem Statt: 
finden. des Ereigniffes ertheilen würde, wenn fie ge 
wiff wäre, durch die Summe der Bahrfheimlichfeiten 
biefes Ereigniffes dividirt, welhe aus allen Urfaden, 
denen man es zufhreiben kann, entfpringen würden, 
wenn Diefe Urfachen gewiſſ waͤren. 


Es ſeien: 
Cu Ca, Gyr 22. Car... Cm 
m m ‚möglichen Urſachen des Ereigniſſes E und: 


PirPyPar:-: pP n, +» Pii 


bie diefem verfchiedenen Urfachen entfprechenden befannten Wahrſchein⸗ 
lihleiten feines Stattfindens, jo daſſ 2m die Wahrſcheinlichkeit des Er- 
einiſſes Z ausdruͤckt, welche ftattfinden würde, wenn die Urſache Ca 
allein vorhanden, oder was daſſelbe iſt, wenn fie gewiff wäre, wo⸗ 
dunh alle übrigen auögefchloffen würden. Ferner feien: 

. Fury @gı... On .ı. Om 
die unbekannten Wahrfcheinlichkeiten derſelben Urfachen, fo daff On die 
Bohrfcheinlichkeit der Urfache Ca, d. h. die Wahrfcheinlichkeit ift, daſſ 


diefe Urfache das Stattfinden von Z herbeigeführt hat; fo kommt es 
darauf an, zu beweifen „daſſ 





80 Pı-t Pa Fr. Hm se. Hp 
f. Bon welcher Befchaffenheit das Geignif E nun aber auch fin 
mg, fo Tann man, um vie Begriffe zu firiren, es doch immer als 
ben Zug einer weißen Kugel aus einer Urne, welche weiße und ſchwarze 
Kugeln enthält, betrachten. Zu dem Zwecke wollen wir annehmen, 
Sof man. m folder Urnen: | oo. 


A, As Azı ... -Inı .. An 
be, woraus bie weiße Kugel hat gezogen werden eönnen, und daſſ 


In:einer beliebigen Am derſelben das Werhältniff der. Anzahl der weißen 
Kugeln zu. der Anzahl aller darin enthaltenen Kugeln dem Bruche zau 


gleich iſt. Jede biefer Urnen, in welche man zufällig greifen Damm, u 
eine weiße Kugel beraudzuziehen, ftellt eine ver Urſachen des reife 
einer weißen Kugel dar. Die Urme „In entfpricht der Urfache Ca m 
bie Aufgabe befteht darin, die Wahrfcheinlichkeit zu beſtimmen, baff i 
weiße Kugel aus der Urne An gezogen ift. 

Bu dem Zwecke wollen wir die Brühe 2,,ParPyr -- - alba 
benfelben Nenner gebracht annchmen, fo dafl: 

& a a G;n 
—— 2*7, ... R=7 + Pm= 
ift, wo der Nenner u und die Zähler @,,&,, ... ganze Zahlen fa 
Die Bahrfcheinlicykeit des Zuges einer weißen Kugel auß der Ume 4 
wird nicht geändert, wenn man annimmt, daſſ fie «n weiße und 
weiße und ſchwarze Kugeln enthält, und baffelbe gilt in Beziehung a 
die übrigen Urnen. Da bie jest in jeder Urne enthaltene Gefanm 
zahl von Kugeln für alle viefelbe ift, fo folgt aus dem Lehrfagei 
$. 10., daſſ, wenn man alle diefe Kugeln in diefelbe Urne A iq 
indem man die der Ume A, mit der Zahl 1, die der Ume 4, u 
der Zahl 2, u. f. f. bezeichnet, die Wahrſcheinlichkeit on, daſſ diem 
dem Syfteme der Umen 41, Ag, -Ay, . . . gezogene weiße Kugel a 
der Urne An gezogen ift, der Wahrfebeinlichkeit gleich ift, daff. d 
aus der Urne „1 gezogene weiße Kugel mit der Zahl n bezeichnet. i 
welche, legte Wahrfcheinlichkeit das Verhältniff von &„ zu der Sum 
der m Größen &,, 2, &y, ... zum Werthe hat, weil diefe Sum 
die Gefammtzahl der in der Urne A enthaltenen weißen Kugeln i 
worunter fih @n weiße Kugeln befinden, welche mit ber Ba ni 
zeichnet find. - Man hat alfo auch: 
Sn er 
PT ut, ++... tan... +0, 

‚und diefe Größe ſtimmt vermöge der vorhergehenden Gleichungen u 
dem obigen Ausdrude für on überein, was bewiefen werben follte. 

$. 29. Bel der Berechnung der Wahrfcheinlichkeiten des Cd 
findend mehrerer fuecefliver Ereigniffe muſſ man nicht blod den Einf 
in Betracht ziehen, melden das Stattfinden des einen Dderfelben..d 
die Wahrfcheinlichkeit des folgenden haben kann ($. 9.), fondern. zu 
len muff man bei der Beſtimmung dieſer Wahrfcheinlichkeit auch d 
die Wahrſcheinlichkeit der verfchiedenen Urfachen des vorhergehenden 4 
eigniffes ober. auf ‚die verfchiedenen Arten,. auf welche ed bat 
finden können, Ruͤchſicht nehmen, was > DB. bei der ſogenden u 
‚Habe der Fall iſt. 0* 
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efoht, man hätte eine Anzahl m-von Urnen 4, B, C, n, u 
* weißen und. ſchwarzen Kugeln und Die Wahrfgeinliätiten des Bus 
geb ciuer weißen Kugel aus den Umen 4,B,C, .... wären reſp. 
hrrt,.ne.- Aus einen Diefer Urnen zieht man zufädig eine erſte Ku⸗ 
gel, dann eine zweite Kugel aud den Urnen, woraus. ‚Die. erſte nicht 
gezogen iſt, hierauf eine dritte Kugel aus einer der Urnen, woraus 
die beiden erſten nicht. gezogen find, u. ſ. f., d. h. es wird nach jeder 
Biehung die Urne, woraus eine Kugel gezogen ift, hinweggenommen. 
Dan fol nun die Wahrfcheinlichkeit beflimmen, auf dieſe Weiſe > 
weiße Kugeln in 7a Ziehungen zu ziehen, wo n Heiner als m oder 


m if. 
. Wir wollen ber Kürze wegen | 
„ .atb+c+dHet.=s,, | 
ab-+ac+ad+be+bd+cd+ etc =, 
abc-+ ubd-+bed-t etc. =S, 
abcd- etc. =s, 
| eic. 
ſchen, fo daſſ s, die Summe der Brüche a,b, c, d. , 5 die 
Summe der Produete aus je zwei derſelben von der Ya re * F 


Ss, die Summe der Producte aus je drei derſelben von. ter Anzahl 


’ en 2) bezeichnet, u. f. 2 Die Bahrfheinlichkeit, bei dem 


1 
erſten Zuge eine weiße Kugel au ziehen, iſt =— Sı- Wenn die bei 


dieſem Verſuche gezogene weiße oder fchwarze Kugel aus der Ume A 
gegen iſt, fo ift die Mahrfcheinlichkeit, bei dem zweiten Zuge eine 


weiße Auer zu ziehen, =. SIT. Diefe Wahrfcheintichkeit ift 








“ —b), wenn ‚bie erfte Kugel aus der Ume D gezogen ift; 


"m-1 
fie if: = (Ss, — 9), wenn diefe erfte Kugel aus ber Urne C ges 
zogen itt, u. h f. Hieraus und aus ben Regeln in $. 9 und 10. 


folgt, daff. die voltftändige Wahrſcheinlichkeit des Zuges siner weißen. 
| Auge bei ber zweiten Biehung durch: 


6, nn BE eu) I —— u, ac 


m — 1. ml. p.. 


— 










auögebrüdt wird, wo @, &,Y, ... reſp. bie Wahrſcheinlichkeiten 
zeichnen, daſſ die Kugel bei dem erften Verſuche aus der Urme AL, ie 
Urne B, der Ume C,... gezogen if. Nun find aber diefe Wahrſche 
lichkeiten @, &,Y, ... nicht einander gleich,“) und nach dem vor 
gehenbeh $. iſt: 
a=- 2,2 etc 
er 1 
Aber ba: Ä 
as, -4) —b)+teis, —)+ele.=2s, 
ift, ſo ift folglich die Wahrfcheinlichleit des Zuges einer weißen 


bei dem zweiten Verſuche = — 2 —., Ebenfo ift die Wahrfd 
(m —1)s, 
keit des Zuges einer weißen Kugel bei dem britten Verſuche = —— 


(s|, —a—b), wenn die in ben beiben erfien Biehungen gezogene 
beiden weißen oder fchwarzen Kugeln aus den Umm A und BD ge 


gen find; fe it =, 


aus den Umen A und C gezogen find, u. f. f. Der volftä 
Werth der Wahrfcheinlichleit ded Zuges einer weißen Kugel bei ben 
dritten Verſuche iſt alfo: 0 





(s|, —a—c), wenn diefe beiden 


8(s, —a—b), his, -—a—e), k(s —b—.) j 
ur Tor Ta To her 7er Tu 


wo, h,k,... die Wahrſcheinlichkeiten bezeichnen, daſſ die bei 
beiden erften Verſuchen gezogerien Kugeln aus den Urnen A und | 
A und C, B und C, ... gezogen find, und welche nach dem 
hergehenden $. durch: 


ab ac bc | 
6, =, kan eic. A 
auögebrüdt werben, und dba ; 


ab(s, —a—b)-Fac(s, —a—c)+be(s, —b—c)-tete. 3, 









*) Wegen Nichtberücfichtigung diefes Umftandes ift die Auflöfung dieſer A 
in $. 17. unferer Abhandlung über das Berhältniff der männtig 
und weibligen Geburten unrichtig, woraus wir auch eine falfche Wi 
gerung gezogen haben, d 
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7 ſo verwandelt ſich die Wahrſcheinlichkeit des Zuges einer weißen 
m bei dem dritten Verſuche in: 


&5, 
(m—3)s; 


Diele Schüuͤſſe e laſſen ſich leicht beliebig weit retfeben, und folglich find 
die Brüche: 


5, 25, 85, N Sn | 
m ' (m—1)s, ' (m — 2)s,’ (m-a+1)n_ı - 


die Wahrſcheinlichkeiten, bei dem erften, zweiten, dritten, . .. nten 
Befuhe eine weiße Kugel zu ziehen, fo daſſ die gefuchte Wahrfchein- 
lickeit das Product aus diefen rn Brücen iſt (&. 5.), welches fich 


1 | 
auf 7* reducirt, wenn man: 


— n. (m—atn | 
— 1.2.8. 


ft, wo u bie Anzahl der Producte aus je rn der m Buchaber 
q, b, c, d, ... deren Summe sn bezeichnet, iſt. 


1 
Bon der Nichtigkeit dieſes Werthes 75 uͤberzeugt man ſich, wenn 


man bemerkt, daſſ jedes dieſer Producte die Wahrſcheinlichkeit ausdruͤckt, 
ad n beſtimmten der Urnen 4, B,C,D,..., n weiße Kugeln zu 
jieben, und daſſ folglich der Quotient aus der Summe aller diefer 
Meoducte und ihrer Anzahl die Wahrfcheinlichkeit ift, aus 7 zufällig 
gewählten diefer Umen 7 weiße Kugeln zu ziehen, welche offenbar ver 
geſuchten Wahrſcheinlichkeit gleich ifl. - Wenn n= m ift, fo hat man 
K=1 und diefe Wahrfcheinlichkeit ift — sm, was unmittelbar aus ber 
Regel in $. 5. folgt. . 

F. 30. Es fei nun F ein anderes, von EZ verfchievenes, aber 
u felben Urfahen Cy, Cy, Ca, ... abhängige Ereigniff und 


Pır Par +++ Pr: Pm | 
wol wir die Wahrfcheinlichkeiten des Ereigniffes Z’ in Beziehung 
anf diefe verfchievenen Urfachen bezeichnen, fo daſſ pP, die gegebene 
Wahrſcheinlichkeit ift, daſſ daB Ereigniſſ Z’ flattfinden würde, wenn 
Die Urfache CH gewiſſ wäre. Da aber dieſe Urfache blos wahrfchein- 
lich und ihre Wahrfcheinlichkeit durch ar bezeichnet iſt, ſo iſt das Statt- 


% 


finden von Z vermöge. diefer Urfache ein zufammengefegteß Greig 
deffen Wahrſcheinlichkeit durch das Product diefer beiben Wahrſqh 
lichkeiten auögebrüdt wird ($. 5.). Ferner if die volfländige W 
ſcheinlichkeit des Ereignifle® £’ die Summe der Mabrfcheinlichkeiten 
die zn verfchiedenen Arten, auf welche dieſes Ereigniſſ ftattfinden f 
($. 10.), d. 5. die Summe der Werthe von p,@,, welche ſich 
die m möglichen Urſachen C,, Cz,C,,... von E und E’ bad 
Bezeichnen wir diefe volftändige Wahrfceinlichkeit von Z’ mit w’, 
haben wir folglich: 


pi +py0 +... +pPhOn+ ... +mam 
oder, wenn wir für @,, @2,... ihre Werthe fegen: 


—* +p2Pa +++ tpnPpr +++ pmPim 
Pıtp2 + +2 +. +pm j 


Dieſes ift die Formel, weldhe zur Berechnung der Wahrſche 
lichkeit kuͤnftiger Ereigniffe nadı der Beobachtung vergangener oder fa 
gehabter Ereigniffe dient. Zu demfelben Ausdrucke gelangt man a 
ohne Hülfe der gemeinfhaftlihen Urfachen der Ereigniffe Z und l 
wenn man fie ald zwei zufammengefögte Ereigniffe betrachtet, wei 
von demfelben einfachen Ereigniffe abhängen, und die Schlüffe, wc 
uns darauf geführt haben, find ebenfalld auf diefe andere Betrachtung 
weife der Aufgabe anwendbar; aber man kann fie, wenn man wi 
unmittelbar auf die vorhergehende zurüdführen. 

Denn wenn Z und E’ zwei aus demfelben Erxeigniffe GC zufa 
mengefette Ereigniffe find und G Tann, ehe das Ereigniff F beobach 
iſt, verſchiedene gleichwahrſcheinliche abſtracte Wahrſcheinlichkeiten: 
Er Bar :+- En: Em 
haben; fo Tann man fie ald eben fo viele verfchiedene Urfachen won | 
und E’ betrachten. Nimmt man alfo £n für die im Bo | 
den mit Cr bezeichnete Urfache, fo ift die Wahrfcheinlichkeit von 8n 
Werth von on, welchen wir gefunden haben, d. h. on ift Die Wahrf 
lichkeit, daſſ die Wahrfcheinlichkeit von G gleich En ift, und der v 
gehende Ausdgrud von w’ ift alddann die Wahrfcheinlichkeit für dag 
finden von 2’, welche ſich aus den zr möglichen Werthen der Waprfı 
Hichkeit von G ergibt. In diefer Formel drüdten ?„ und 7 bie g 
wen Wahrfcheinlichkeiten des Stattfindens von Z und Z’ aus, 
Sn zuverläffig die Wahrfcheinlichleit von GC wäre. 

—5, 8. Man muſſ diefe Beftimmung der Wahrfcheintichkeit .g 
nach der Veobachtung von Z nicht mit irgend einem Einfſh 














x We 

dem bie bereits gegegene weiße Kugel wieder in bie Ume ‚gelegt: if 
ober nicht. ’ 

J Im erſten Sale dat man: 


| Pa= =-Ppn=— , ps = — zn? ; 
aber bekanntlich iſt: \ 


„’e+D  m(m-+1) (m-+2) $ _m(m--1) 
—1T— ıy —ı ANZ, 

| 2. 2 1.2.8 J 1-2 

feiglhhch:: 
— td, Terdamd 

Und mn 

.. rt en *: 

‚5m 





Da im zweiten Falle die Gefammtanzahl der weißen und fchwarzen 
„Kugeln, fo wie die der weißen allein,: welche in ber Ume DB enthalten 


find, bei dem zweiten Verſuche um eine Einheit vermindert it, fo hat 
anan: | | 


21 
Pa=-,_ı’ SPnPan= Zn(n—1), 


— — 
m. (m — 1) 
aber wieder: u 
Fa ' n | ' . 
Pn7 I), 
und wegen: U00 
| on —D) m—-Dmm+i1) 
* "m—— 
. 1.2 1.2.8 








J— nr. \ Ä oe: nn 
Die Bahrfieinfihteit be3 Zuges einer weißen Kugel aus einer 
ume, woraus bereits eine Kugel von dieſer Farbe gezogen, aber nicht 


wieder hineingelegt iſt, iſt alſo von der Geſammtzahl 72 der in dieſer 
urne ‚enthaltenen. weißen. und. ſchwarzen Kugeln: unabhängig und: immer 


folte, daſſ bei einem neuen Zuge cher eine weiße, als eine ſchwa 
Kugel gezogen werben ſollte. Jedoch muſſ O* größer fein, al ı 
Doppelte von 8” oder >65, damit man mehr als 1 gegen 2 wei 
Tann, daſſ die in der Ume B enthaltene Anzahl weißer Kugeln I 
darin enthaltenen Anzahl fchwarzer Kugeln gleich ift, oder daſſ dieſe M 
eine weiße und eine fhwarze Kugel enthält. Die Wahrfcheinlichkeit a 
diefer Hypothefe tft fehr wenig von ber Gemiffheit verſchieden, wa 
x eine fehr große Zahl if. " | 

Wenn 2 eine ganze Zahl ift und man r=2:,n = 83 hat, | 
ergibt ſich: | | 

BPBEE Int 1 Dkum LIE 
(27)’+(32)' + (16)' 

welche Größe fehr wenig von 3 verfchieden ift, wenn 2 fehr groß l 
Zu gleicher Zeit ift die Wahrfcheinlichkeit @,, daff die Ume 2 m 
weiße Kugeln und eine ſchwarze enthält, fehr wenig von der Genl 
heit verfchieden. 

Zerner wollen wir n=37 ſetzen, fo verwandelt ſich der zug 
börige Werth von @’ in: Ä 


„gan Ha" + Han" 
an° + us" +” 


Denn x fehr groß ift, fo reducirt fich derfelbe fat auf J, m 
die Wahrfcpeinlichkeit w,z, daſſ die Urne D eine weiße und zwei ſchwe 
Kugeln enthält, wird ebenfalld faft der Gewiſſheit gleich. 

In den drei Fällen, wo die Anzahl der Zichungen als fehr gm 
‚angenommen ift, nähert ſich bie Wahrfcheinlichkeit @' des Zuges 
neuen weißen Kugel alſo fehr dem Werhältniffe der Anzahl der 
der Ume B gezogenen weißen Kugeln zur Gefammtzahl der V 
und dieſes Verhaͤltniſſ ift zugleich mit einer fih der Gewiffheit fd 
nähernden Mahrfcheinlichkeit das Werhältniff der Anzahl der, in U 
Urne B enthaltenen weißen Kugeln zur Gefammtzahl der darin entkd 
tenen weißen und ſchwarzen Kugeln, d. h. die eigene abftracte * 
ſcheinlichkeit des Zuges einer weißen Kugel aus dieſer Urne. In 
Folge werden wir in der That ſehen, daſſ, wenn irgend ein | 
in einer fehr großen Anzahl von Verſuchen eine gewiffe Anzahl 
Malen beobachtet iſt, dad Werhältniff der legten Zahl zur erſten 
fehr wahrfcheinliche und fehr genäherte Werth der befannten oder . 
kannten abſtracten Wahrfcheinlichkeit diefes Ereignifles if. Da ig. 











auögebrüct wirb, wo @, &, Y, ... reſp. die Wahrſcheinlichkeiten be 
zeichnen, daſſ die. Kugel bei dem erften Verſuche aud der Ume A; ber 


| 


5 


Urne B, der Ume C,... gezogen if. Nun find aber diefe Wahrſchein. 


lichkeiten @,&,Y, ... nicht einander gleih,*) und nach dem vorbei 
gehenden $. ift: 
| | ._ 6b 6 
| m = 1877 etc. 
Aber da: | | Ä | 
0, —a)+b(s, —b)+ eis, —d)+ete. =2s, | 


ift, ſo ift folglich die Wahrfcheinlichkeit ded Zuges einer weißen Kugel 


bei dem zweiten Verſuche San 55 Ebenſo iſt die ea 


keit des Zuges einer weißen Kugel bei dem britten Berfudhe = — ax 


(s|, —a—b), wenn die in den beiden erften Ziehungen gejogenen 
beiden weißen oder fhwarzen Kugeln aus den Umm A und B geo- 


gen fi find; fie if = - 


aus ben Umen A "und C gezogen find, u. f. f. Der vollſtaͤndige 
Werth der Wahrfcheinlichleit des Zuges einer weißen Kugel bei bem 
britten Verſuche ift alfo: 





2 61-00) ‚ wenn biefe beiden Kugeln 


6, —a—b) h(s, —a—c), k(s —b—.) | 
ee Me 


wog, h,k, .... die Wahrſcheinlichkeiten bezeichnen, daſſ die bei ben 


beiden erften Verfuchen gezogenen Kugeln aus den Umen A und B, 


A und C, B und C, ... gezogen find, und welche nad dem vor⸗ 


bergehenben $. durch: 
bc 
=, h=- ss ‚k=. etc. 
auögebrüdt werben, und da 


abs, —a-b)+ac6ı Terre, 5-0 =35,: | 





) Wegen Nichtberuͤckſi ichtigung dieſes Umſtandes iſt bie Auflbſung dieſer Kat | 


in $. 17. unferer Abhandlung über das Verhältniff der männlidhen - 


und weiblihen Geburten. unrichtig, wotaus wir auch eine falſche Fol⸗ 
gerung gezogen haben. 
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dieſes nicht Der Ball wäre, einen ſehr hohen Grab von Zutrauen ſchen⸗ 
fm würde. Diefe allgemeinen Naturgefeße find für uns das Refultat 
langer Reiben von Erfahrungen, wodurd dieſelben, wenn auch nicht 
abfolute Gewiſſheit, fo doch wenigftend eine fehr flarfe Wahrfcheinlich 
J kit belommen, welche durch die in dieſen Geſetzen ftattfindende Hat; 
wonie noch mehr vermehrt wird, und welcher durch Fein Zeugnif| das 
Sleihgewicht würde gehalten werden koͤnnen. Wenn alfo dad von dem 
Zeugen behauptete Ercigniff diefen allgemeinen Naturgefegen zuwider ift, 
fo ft die MWahrfcheintichkeit der Wahrheit deſſelben vor der Ablegung 
des Zeugniſſes faſt Null, und wenn man duch dem Zeugen das größte 
Zutrauen ſchenkt, fo genügt doc fchon die Möglichkeit feines Irrthu⸗ 
me, damit die Wahricheinlichfeit 1 — p des legtern gegen die Wahr: 
Kheinlichkeit Y_ des Ereigniffes vor dem Bezeugen deſſelben fehr groß 
. fund die Wahrſcheinlichkeit r nach dem Zeugniffe noch als unmerf- 
lich betrachtet werben könne. In einem folhen alle müffen wir fo: 
gar unfer eigened Beugniff verwerfen und annchmen, daff wir durch 
unfere Sinne getäufcht find, welche und etwa ald wahr barftellen 
Ennen, was den Geſctzen der Natur zuwiderlaͤuft. 

37. Wir wollen annehmen, daſſ das Ereigniff, deſſen Wahr- 
Iheinlichfeit wir eben betrachtet haben, auch durch einen zweiten Zeu⸗ 
gen betätigt werde. Die Wahrfcheinlichkeit, daſſ uns dieſer Zeuge 
nicht hintergeht, wollen wir mit »° bezeichnen und die fi aus dem 
doppelten Beugniffe ergebende Wahrfcheinlichkeit der Wahrheit ded Er: 
cigniſſes mit ”. Wenn man erwägt, daſſ die Wahrfcheinlichfeit Der 
Bahrheit dieſes Ereigniffes unabhängig von der Beflätigung bed zwei 
tm Zeugen ſchon =r war, fo folgt, daſſ fi) der Ausbrud von r’ 
auß dem von r ergeben muff, wenn man p und g in p’ und r vers 
wandelt, wodurch man 


pr _ 
"zirFü—pü-n 
erhält, oder wenn man für r und I—r ihre Werthe febt: 


> 
app TA—-N)UL—pA—p) 


Benn der zweite Zeuge bie Unwahrheit des Greigniffes bezeugt, 
deffen Wahrheit von dem erften Zeugen behauptet ift, fo ift die Wahr: 
icheit der Unwahrheit des Ereigniffes, unabhängig von dem zwei: 
tm Zeugniſſe =1 —r, und "wenn man folglid) .die aus den beiden 
entgegengeſetzten Beugniffen reſultirende Wahrfcheinlichkeit der Unwahr: 
beit daB Ereigniffed mit 7, bezeichnet, fo muſſ fich ber Ausdruck fuͤr 
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aus dem für 7 im vorhergehenden $. ableiten laffen, wenn man > und 
g:in p’ und 1—r verwandelt, und auf diefe Weife erhält man: 


.— p'(1—r) 
Ä | — 
oder was daſſelbe iſt: 


J _ p'(1—p)A—d) 
ıT pP —pMAa—d)+gp(l—p') 

Wenn ap’ ift, fo rebucirt fih diefer Werth von, auf 1—g, 
und in der That heben ſich die beiden entgegengefesten Zeugniffe von 
gleichem Gewichte gegenfeitig auf, und die Wahrſcheinlichkeit der Uns 
wahrheit des Creigniffes muff diefelbe bleiben, ald zuvor. 


Ebenfo laͤſſt fich leicht die Mahrfcheinlichkeit beflimmen, daſſ ein 
Ereigniſſ wahr oder unmwahr ift, wenn ed von irgend einer Anzahl 
Zeugen beftätigt und von einer andern Anzahl verneint wird. Wenn 
dad Ereigniff von allen Zeugen zu -gleicher Zeit beftätigt wird, fo 
nimmt der Ausdrud der Wahrfiheinlichleit, daſſ es mahr ift, foigenbe 
Form an, 


Es fei wieder vor der Ablegung eines Zeugniſſes g die Wahrs 
fcheinkichkeit der Wahrheit des Ereigniffes und ‚mit Yyz wollen wir ben 
Werth diefer Wahrfcheinlichleit bezeichnen, nachdem dad Ereigniff Durch 
eine beliebige Anzahl © von Zeugen beftätigt iſt; Y-—ı fei dieſe Wahrs 
fheinlichkeit, wenn das Creigniff blos dur — 1 Zeugen beftätigt 
wird, und wenn die Wahrfcheinlichkeit, daſſ der Zeuge, welcher nicht 
unter den C—1 Zeugen mitbegriffen ift, und nicht täufcht, wenn. er 
ebenfalls die Wahrheit des Creigniffes bezeugt, mit p(=-1) bezeich⸗ 


net wird; fo ergibt ſich der Ausdruck von yJ aus dem von 7 im vor⸗ 


hergehenden $., wenn man darin pe» und Y-—ı flatt p und g - 
feßt, und man hat: 


hl 
pe-Yfx-ı 


Y3= pFV)ya—ı +( — „)*-1)) (1 N) 


Der Werth von Ya ift die urfprüngliche Wahrfcheintichkeit 9, 
und wenn man ſucceſſive rz1,=2,=3,... ſetzt, fo ergibt ſich 


aus diefer Formel: 


y= PI y,= 1 
— 2 Pr t+a—p)a—-r)' 


woraus man ben Werth von y, durch Elimination von , den von *. 


ee, = 


Ri 
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durch Elimination von Ya, u. ſ. f. ableitet. Aber wenn man ber 


Kürze wegen 





1— per ) | - 
——— 


+. 


ſett, fo verwandelt ſich die vorhergehende Gleichung mit endlichen Dif—⸗ 
ferenzen der erften Ordnung in folgende: 


Yz—1 
i 1 + er 4-72.—1) 
deren vollſtaͤndiges Integral 


_. Yı— 


c 
Fam c+(1— c)01 0203 Burn | 
ft, wo c die willkuͤrliche Gonftante bezeichnet. Wenn man in diefem 
Ausdrucke von Ya 2—1 flatt ſetzt, fo ergibt ſich daraus in ber 
| 5 

, c+(1-- 610203 a 

4 Her 0203-1 

— c+(1- 09,03 On 


und werden diefe Werthe mit dem von Yz verbunden, fo machen fie 
Vie gegebene Gleichung ibentifh. Die Conftante e beftimmt man ver- 
mittelſt eines beſondern Werthed von Yr, und wenn man will, ver 
mittelft des Werthes, welcher x = o entfpricht. Nimmt man alddann die 
Einheit für das Product 0, 050g +++ Qx von © Factoren, fo ergibt 
fh y9=y=c, und man hat alsdann für eine beliebige Anzahl = von 
Zeugen: . 


 Yı—ı 


1 —Yı-ı 


_ 9 

g-H(1—g)e1 02 03x 

In Beziehung auf den Zeugen, welcher einem beliebigen Inder z 
entfpricht,, ift die Größe oz dad Verhältniff der Wahrfcheinlichkeit, daff 
er und täufcht zu der MWahrfcheinlichkeit, daſſ er uns nicht täufcht, fo 
daff 9>1 oder a <1 ift, jenachdem die erfte MWahrfcheinlichkeit grö- 
Ger oder Heiner ift, ald die zweite, und o: ift — 1, wenn fie einan= 
der gleich find. Wenn die Anzahl der Zeugen fehr groß ift und als 
unendlich betrachtet wird, und gs iſt für alle Beugen größer, ald die 
Einheit, fo ift die Wahrfcheinlichkeit 4, der Wahrheit ded von ihnen. 


yo 
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audſagt, daſſ die Nummer 7 gezogen ſei. Die Wahrſcheinlichkeit, daſſ 
der Zeuge bie Nummer 7» als die gezogene angibt, wird folglich durch. 
dad Product aus dem Bruche — my 
wien’, welche‘ der Zeuge für gezogene hat halten Tönnen und welche 
Zahl nur = rn — 2 ift, weil der Beige, welcher fich irret und betrügen 
wil, weder glauben kann, daſſ die wirklich gezogene Nummer z, noch 
die von ihm audgefprochene Nummer 72 gezogen ift, ausgedruͤckt. Anderer 
Satz ift die MWahrfcheinlichkeit diefes doppelten Fehlers dem Producte 
(1-u)(1 — v) gleid und die Wahrfcheinlichkeit, daſſ der Zeuge wirk- 
üd die Nummer n ausſagt, wird folglich Durch das Product (1 — u)X 


(1—») —— ausgedruͤckt. Wenn man alsdann die Wahrſchein⸗ 


lichkeiten dieſer Ausſagen in ‚den drei verſchiedenen Faͤllen, worin fie 
Haben ftattfinden Fünnen, in eine Summe bringt, fo ergibt fi: 
_ull—o) v(1—u) , (n—- 2)(1—u)(1—o) 
pi m—ı FT m—1 + (m — 1)? | 
als die vollftändige Wahrfcheinlichkeit des beobachteten Ereignifles in ei- 
ner der m — 1 feiner Wahrheit zuwiderlaufenden Hypotheſen. Diefer 
Warh von 2: ift mit dem von Pu —— durch die Gleichung: 
Pn n—I)pPi- 
verbunden, weil die Summe der Wahrſcheinlichkeiten, daſſ der Zeuge 
die ziehung der den m verſchiedenen Hypotheſen Cy, Ca, Cgr ... Cm 
entſprechenden Nummer n ausſagt, der Einheit gleich fein muſſ 
Nun iſt aber nach der Regel in 8. 34: 
BO InPn m qi Pi 
——— +zqPp’”  gmPn +2W Pi 
wo fih die Summe 2 auf ale Werthe des Inder 2 von 7=1 bis 


iSm erfiredt, auögenommen Zn. Da bie Größe pt von U unab» 
Yingig und ie Zumme der Werthe von g7, weniger dem n entfpre⸗ 


. Senden, —t = ift; fo verwanbelt ſich der Ausdrud von on, nad) 

dm man bie Werthe von ?n, Yu, Pi, gs bineinfubftituirt und feinen 
er und Nenner mit u(m— 1)* multiplisirt bat, in: 
„mu +u—wa-alm—nan 


— Mm Dur ti1—n)A—o]m-—-ı)a, —— — 
EGADET( — 


und der Anzahl der Nummern 
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| C,, wenn man den ‚Werth. von: ı On durch das Verhaͤltniſſ von 


% MA—Gn multiplicirt. 


Die Aufgabe reducirt ſich alſo auf die Beſtimmung der unbe⸗ 
kannten y„_und y% als Functionen von ©. Zu dem Zwecke wollen 
wir die Mahrfcheinlichkeit, daff und der Zeuge Tr nicht täufcht, mit 
hs bezeichnen, ſſo daſſ 1—Kx die Wahrfcheinlichkeit if, daſſ er uns 
ohne oder mit Vorſatz täufcht. Der Zeuge 7x fagt aus, daſſ aus 
der Ume A die Nummer n gezogen ift, wenn er und nicht täufcht, 
md der Zeuge Tr—ı auch gefagt hat, daſſ diefe Nummer gezogen fei, 
wofuͤr in der Vorausſetzung Ca die Wahrſcheinlichkeit dem Probiite 
kıyzı gleich ift, wo Ya—ı in Beziehung auf den Zeugen 7r—ı 
daſſelbe ausdruͤckt, was. ya in Beziehung auf den Zeugen 7, ausdruͤckt. 
Der Zeuge Ta kann auch audfagen, daſſ die Nummer 7 gezogen fet, 
wenn er und bintergeht und zu gleicher Zeit der Zeuge 7,—ı den 
Bug einer andern Nummer audgefagt hat. In ver Borausſebung Ca 
if die Wahrſcheinlichkeit dieſer Combination = (1 — kr) (1—Ya_ı); 
aber da die Wahrfcheinlichkeit, dal m die Nummer ift, welche der 


Beige Ts von den m — 1 Nummern, die er nicht für von dem Zeu⸗ 


1 
gen Tr—ı außgefprochene Nummern hält, ausfagt, nur = iſt; 


fo wird die Wahrſcheinlichkeit der Ausſage der Nummer n auf 
—k, (a I) 
m — 1 
hung dieſer Nummer nicht ausſagen, ſowohl wenn er uns hintergeht, 
und der Zeuge Tr—ı fie ausgeſagt hat, ald wenn er und nicht hinter: 
geht und Tz—ı den Zug einer andern Nummer auögefagt bat. Mir 
erhalten, alſo 





reducirt. Endlich wird der Zeuge 7% die Zie— 


(1 —k,) (1 — 


m — 1 


als die vollſtaͤndige Wohrſcheinlichkeit des beobachteten Ereigniſſes in der 
| Borautfegung Ca, und ebenfo findet man: 


(1—k,)1—y,_,) 








Yo=kaya- 14 








— 


m — 1 


fü diefe MWahrfcheinlichkeit in jeder andern Hypothefe Cy;, fo daff die ' 


beiden Unbekannten Y. und Y von bderfelben Gleichung mit endlichen 


Differenzen der erften Ordnung abhängen, und fich nur durch die wills 
kirliche Conſtante von einander unterfcheiden. 
hoiſſon's Wahrſcheinlichkeitsr. etc. 6 
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Venyeichnet man dieſe willkurliche Conſtante mit ec, jo X das vol: 


ſtaͤndige Integral der gegebenen Gleichung: 
c(mk, —U)(mk,—])... (m: ke_ 1) (mk, —1 





— ——— 
3 


Yaz— — — 

| ” | (m— ı)* 
Denn febt man darin c—1 ftatt ©, fo ergibt fich- daraus: 
| 1 ce(mk, —1)(mk,—1)...(mk, ,—ı) \ 

Yi—-ı 7 nn (m ya ⸗ 

nm-1 c Un ki — I (mk,—1) ... (mk «_ı "D 


1 
m (m — 1) 1 


und diefe Werthe machen in Verbindung mit dem von Yz die gegebene 


Gleichung identifh. Zur Beſtimmung der Eonftante c ſetzen wir in 
dem Sntegrale eo und bemerken, daſſ die fi) auf den directen Zeu⸗ 
gen 7 beziehende Wahrfcheinlichkeit ya .den im vorhergehenden $. mit 
Pr bezeichneten Werth haben muſſ. Nimmt man in biefem Yale, wo 


zo ift, die Einheit für dad Product der in dem Integrale vorkom- 


menden Factoren, jo ift- folglich: 


und für einen beliebigen Werth von = ift folglich alsdann: 
| 1 
Y:Z 7 [1-+ (mMpan— 1) X], 


wenn man ber Kürze wegen: 
(mk, -YD)(mk,—1).. .(mk,—ı1) 


(m — 1)? 


ſetzt. Bemerkt man, daſſ die Wahrſcheinlichkeit Y, in Beziehung auf 
den directen Zeugen 7' in einer beliebigen von On verfchiebenen Hypo⸗ 
theſe CO; auch dieſelbe ſein muſſ, als bie, welche im vorhergehenden $. 
mit Ds bezeichnet iſt, ſo bat man ebenſo: 


= —[1+mp— 1X], 


eine von 2 unabhängige Größe, weil >; son diefer Zahl unabhängig if. 


—— — — — 


— — — —— 
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Subftituirt man diefe Werthe in ben von wn,.fo ergibt ſich: 
[I+(mp„ — Aa, 
oO — — — —— — — — — — — —— — — 
D+@p,— 9X], FO +mR-DX@-a,) 
für die gefuchte Wahrfcheinlichkeit, daf| die von dem Iehten Zeugen 7% 
audgefagte Nummer rn wirklich aus der Ume A gezogen ift. 
Staatt des mit X bezeichneten Productes Tann man folgendes: 
Xzh,h,hz...ha 


fubflituiren, wenn man ber Kürze wegen: 


(1—k,) 
—1 


feßt. Da die Zahl zn immer größer ift, ald 1 und Ar einen poſiti⸗ 
ven Bruch bezeichnet, welcher die Einheit nicht uͤberſchreiten kann, ſo 
folgt, daſſ jeder der Factoren von X pofitiv oder negativ fein kann, 
ohne die Grenzen +1 zu überfchreiten. Wenn die Anzahl x der Fac- 
toren fehr groß ift, fo ift dieſes Product fehr klein und ed würde völ- 
lg. Null, wenn diefe Zahl unendlich groß wäre, diejenigen befondern 
Fälle jedoch auögenommen, wo die Factoren b, , hy, hg... eine Reihe 
von Brücen bilden, die fortwährend gegen die Einheit convergiren. 
Penn man nun in dem Ausbrude für @n die Glieder mit X vernach⸗ 





— I/ig 


laͤſſigt, fo rebucirt er ſich auf - 7, woraus folgt, daſſ im Allgemeinen 


die Wahrſcheinlichkeit eines Ereigniſſes, welches uns durch eine ſehr lange 
Reihe von Traditionen mitgetheilt iſt, nicht. merklich von der eigenen 
abfiracten Wahrſcheinlichkeit dieſes Ereigniffes verfchieden ift, während 
fi) die Wahrfcheinlichfeit eines Ereigniffes der Gewiſſheit fehr nähert, 
wenn ed von vielen Directen Zeugen beftätigt wird und man in Bes 


ziehung auf jeden diefer Zeugen mehr als 1 gegen 1 wetten kann, 
daſſ er und nicht taͤuſcht ($. 37.). 


In dem befondern Tale, wo die Ume A nur eine Kugel von 
jeder Nummer enthält und wo folglih an — 1 und u=m ift, redu⸗ 
cirt 1 der Werth von @n vermöge der Gleichung: 


Pprtm—1Y)p=1 
auf: 
Sn= — ISGIPa - )XJ. 
6* 





" 
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' ke, daſſ die Nummer n gezogen ift, ift dennoch =. Sie ift 


fir m—=2 die Gewiſſheit, und in der That fagt der Zeuge nothwen⸗ 
dig die Wahrheit, wenn er die der beiden Nummern audfagt, wovon 
nicht glaubt, daſſ fie gezogen ift und die für Die gezogene Num⸗ 
me hält; welche es niht if. Wenn m=3 ift, fo kann man 1 
gegen 1: wetten, daſſ von den drei Nummern die gezogen ift, welche 
der Zeuge ausfagt, wovon man fich leicht durch die Aufzählung aller 
moͤglichen Combinationen überzeugen kann, und ebenfo überzeugt man 


fih leicht von ber Ridtigkeit des Werthes —— der Wahrſcheinlich— 


kit Kar für. eine beliebige Zahl m. | 
Man muff ben Fall, wo fich ein Zeuge irret, und zuverläffig taͤu⸗ 
ſchen will, nicht mit dem verwechſeln, wo die Reihe der Traditionen 
mebrochen iſt, ſo daſſ der Zeuge Zir—ı, welcher‘ vor Tiy vorhergeht, 
nicht exiſtirt. Alsdann iſt es gewiſſ, daſſ der: Zeuge Zir taͤuſchen will, weil 
er die Exiſtenz des Zeugen Ti vorausſetzt, und. man hat folglich 
03 aber die Wahrſcheinlichkeit, daſſ ſich der Zeuge Zur nicht 
itret, iſt nicht Null. Da dieſer Zeuge in dieſem Falle über das ftatt- 
gehahte Ereigniff keinen Auffchluff hat, fo ift die Wahrfcheinlichkeit, 


1 
daſſ er die wirkiich gezogene Nummer ausſagt, — FL und fi ie iſt zu 


gleiher Zeit auch ber Werth feined Zeugniffes; denn wenn man in ber 
1 1 
dorhergehenden Formel ug =— und 9 = 0 fegt, fo fommt ur =—. 


Dieſer Werth von Kar reducirt den Factor Ar von X auf Null, und 
Pi die Wahricheinlichfeit wm des Zuges ber Nummer n auf — 


dh auf die eigene abftracte Wahrſcheinlichkeit dieſes Ereigniſſes, wie, 
8 offenbar der Fall fein muſſ. | 


$. 41. Mit Hülfe der zur Beflimmung ber Wahrſcheinlichkeit der 
üiſaden aufgeſtellten Regel koͤnnen wir nun das am Ende des 8. T. 
über dad Beſtreben unſeres Geiſtes, bei gewiſſen Ereigniffen eine (per 
cielle, von dem Zufalle unabhängige Urfache derſelben nicht zu bezwei⸗ 
fein, Geſagte vervollſtaͤndigen. 


Wenn wir ein Ereigniſſ beobachtet haben, welches an und für 
ich eine fehr "geringe Wahrſcheinlichkeit hatte,‘ und es bietet irgend et— 
08 -Symmetrifched oder Merkwürdiges dar, fo werden wir ganz nafürs 
ch auf ven Gedanken geführt, daff ed nicht die Wirkung ded Zufal: 
®, oder algemeiner, d der einen Urfache, welche ihm dieſe geringe Wahr: 


86 
ſcheinuichreit ertheilen wuͤrde, iſt, ſondern baff ed von..einer mächtige 
Urfache, wie z. B. der Wille irgend eined Weſens, welches eine 
beftimmten Zwed dabei hatte, herrührt. Wenn wir. z. B. auf eine 
Tiſche die 25 Buchftaben des Alphabeted in Lettern nach der natüc 
hen Ordnung a,b, c,...7, 5, 2 an einander gereiht finden, fo zwel 
feln wir nicht, daſſ fie Iemanb vermöge eined Actes ſeines Willens fi 
geordnet hat, und beffenungeachtet if diefe Anordnung an und für ff 
betrachtet, nicht unwahrfcheinlicher , ald jede andere, welche und nicht 
Merkwürdiges darbietet, und welche wir daher einen Anſtand nehmen 
dem bloßen Zufalle zuzufchreiben. Wenn diefe 25 Lettern fueceffis 
und ganz zufällig and einer Urne, worm fie enthalten find, gezogen 
werden müflten, fo würde es ebenfo wahrfcheinlich fein; daſſ fie in ba 
natürlichen Ordnung gezogen werden, als in einer vorher beffimmter 
andern Ordnung, wie z. B. 5,p,w,...q, a, L, welche man willkir 
lich wählt, und diefe Wahrfcheinlic;keit würbe fowohl für’ die erfte, ae 
für die zweite Anordnung fehr Hein fein; aber in dem einen Kalle nich 
fleiner, ald in dem andern Falle. Deögleichen, wenn eine Ume gleich 
viel weiße und ſchwarze Kugeln enthält, und man fol aus berfelbe 
ſucceſſive 30 weiße Kugeln ziehen, indem die gezogene Kugel ijedesm 
wieber hineingelegt wird, fo wird die Wahrfcheinlichkeit dieſes Ereign‘ 
ſes durch (4)30 ausgedrüdt, d. h. fie iſt ungefähr = 1900010706 
Aber die Mahrfcheinlichkeit, 30 weiße und fchwarze Kugela in ein 
folhen Ordnung zu ziehen, wie fie zum Voraus beftimmt iſt, ift wei 
größer, noch Kleiner, als die Wahrfcheinlichkeit, 30 weiße Kugeln hi 
ter einander zu ziehen, und man fann ebenfalld 1000000000 geg 
1 wetten, daſſ diefe zweite beftimmte Aufeinanderfolge nicht ftattfind 
wird. Wenn wir aber dennoch fehen, daſſ 30 mal hinter einant 
eine weiße Kugel aus der Urme gezogen wird, fo koͤnnen wir nis 
glauben „ daſſ diefed- Ereigniſſ von dem bloßen Zufalle herruͤhrt, waͤ 
rend wir es ohne weiteres dem Zufalle zuſchreiben, wenn die Aufei 
anderfolge der 30 gezogenen Kugeln nichts Regelmäßige und Me 
wuͤrdiges darbietet. 

Was wir Zufall nennen ($. 27.), bringt fo zu ſagen ein € 
eigniff, welches wir merfwürdig finden, und ein anderes, welches 
nicht ift, mit derfelben Leichtigkeit hervor. Die Ereighiffe der erft 
Art find weit feltener, ald die der zweiten, wenn alle gleich möglich 
Ereigniffe in fehr großer Anzahl vorhanden find. Aus diefem Grun 
fallt und das Stattfinden der erftern weit mehr auf, woburd wir wı 
anlafft werden, fie einer befondern Urfache zuzufchreiben. Die Erifle 
diefer Urfache ift in der That fehr wahrfcheinlich; aber ihre große Wal 
ſcheinlichkeit entfpringt nicht aus der Seltenheit ‚der merkwürdigen (4 
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oder wenn man für @ feinen vorhergeheiiden Werth feßt und bie 
Summe 3 in ein Integral verwandelt: 


IE ask 
——— Ida 


wo die Größe I” in jedem Beifpicle eine gegebene Function von z ifl. 

. In dem Sale, mo die verfchiedenen Werthe von x vor der Be- 
obahtung bed Ereigniſſes E ungleich wahrfcheinlich find, wollen wir 
die unendlich kleine und vor biefer Beobachtung ftattfindende Wahr⸗ 
fheinlichfeit der abftracten Wahrfcheinlichkeit x von E mit Y dx bezeichnen 
und in den Zormeln in $. 34, Ydz flatt gu ſetzen; fo ergibt fi: 


u XYda 


” fixras XYdx 


als die Mahrfcheinlichkeit dieſer abſtracten Wahrſcheinlichkeit x nach dem 
Stattfinden des Ereigniſſes E, und: 


für die Wahrfcheinlichkeit des Stattfi ndens bes fünftigen Ereigniffes EB’. 

. 44. Wenn man a priori gewiff ift, daff fih der Werth von 
zniht von <=0® bis z—1 erftreden kann und zwifchen gegebenen 
Örenzen liegen muff, fo nimmt man diefe Grenzen für die ber be⸗ 
Rimmten Integrale, welche‘ diefe Formeln enthalten, oder wenn man 
ihre Grenzen © und 1 beibehalten will, fo betrachtet man F’ al8 eins 
didcontinuirliche Junction von x, welche außerhalb der gegebenen Gren⸗ 


zen dieſer Veraͤnderlichen Null iſt. Die Veraͤnderliche z mag alle Wer⸗ 


the von © bis 1 annehmen koͤnnen, oder zwiſchen gegebene Grenzen 
tingefchloffen fein, fo ift die Wahrſcheinlichkeit A, daſſ ihr unbekannter 
Werth nach dem beobachteten Greigniffe E wirklich) zwiſchen andern en⸗ 
gein Grenzen, als die erſten eingeſchloſſen iſt, doch immer die Summe 
der Werthe von @, welche den Werthen von z entfprechen, die zwifchen 
diefen andern Grenzen liegen, fo daſſ wenn man dieſe Grenzen mit 


® und 8 bezeichnet: 
| ‚_fa#Yee XYda 


"= Aiyyaz XYda — 











cha 


=. 


— 
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a priori über bie Wahrſcheinlichkeit eines Ereigniſſes G nichts näher 
willen, fo Daß wir für x alle möglichen Werthe mit gleichem Rechte 
awehmen koͤnnten, fo iſt die Wahrfcheinlichkeit der Webereinftimmung 
zwei auf einander folgender Werfuche dieſelbe, als wenn zwifchen der 
Vahrſcheinlichkeit des Ereigniſſes G und ber bed entgegengefegten Er- 


1 
einiſſes eine Differenz — =75 ftattfände, ohne daſſ man die guͤnſtigſte 


Wahrſcheinlichkeit kennt. Wir werben ſogleich die Wahrſcheinlichkeit der 
Ubereinfiimmung zweier ſucceſſiver Verſuche fuͤr den Fall beſtimmen, 
mo man a priori weiß, daſſ alle möglichen Werthe von z,. flatt 
gleich möglich zu. fein, höchft wahrfcheinlich fehr wenig von einem bee 
Tannten oder unbekannten Bruche verfchieden find. 

$. 46. Wir wollen nun, indem dad einfache, Ereigniff, beffen 
Bahrfcheinlichkeit unbekannt ift, wieder mit @ bezeichnet wird, das 


. ntgegengefeßte Ereignifj, deſſen Wahrfcheinlichkeit erhalten wird, wenn 


man die des Ereigniffes G@ von der Einheit abzieht, mit ZU bezeichnen 
und vorausfeßen: 1) dafſſ das beobachtete Ereigniff E darin beftehe, 
daſſ dad Ereigniff @, ınmal und dad Creigniff 7, nmal in einer 


beliebigen Ordnung ftattfinden, und Bl daſſ das kuͤnftige Ereigniſſ ZU’ 


darin beſtehe, daſſ dad Ereigniſſ G, mmal und dad Ereigniſſ M, 


n*“ mal ebenfalls in einer beliebigen Ordnung ſtattfinden. 


Für den Werth = der Wahrſcheinlichkeit von G und ben Werth 
1 — x der Wahrſcheinlichkeit von ZZ find die Wahrſcheinlichkeiten X und 
X’ von E und E reſp: 
x—-Kam(1—z), X Kam’ (1 —ı)W, 
wo K und X von = unabhängige Zahlen bezeichnen ($. 14). Die 
MB ahrfcheinlichkeit des Fünftigen Creigniffes E“ nach der Beobachtung 


des Eriigniſſes E iſt folglich: 


RS, Yamtm' (1 - ay"trda 
JS; Ya? (1—a)" da 


Die Zahl iſt aus dieſer Formel verſchwunden und für x⸗ muſſ 
man den Werth: 


o' 


K- —— 
1.2.3...m/.1.2.3.. 

ſetzen. Wenn das Ereigniff Z’ darin —* daſſ die Ereigniſſe G 

und H in einer beſtimmten Orbnung refp. m’ und »’mal flattfinden, 

10 müffte man K=1. fegen. 
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Wenn man vor der Beobachtung ded Ereigniffes Z keinen G 
hat, irgend einen der Werthe von — für wahrfcheinlicher zu halten, 
einen andern, fo nimmt man für die Größe F die Einheit. 
mittelſt theilweifer Integration ergibt ſich ferner: 


Sea — z)"dz — | . 
| . nf 1)R—2)... 
ETC TEE CET Gozo 
. ober einfacher: 

| P_P Ä 


" . . | 1 u . 
. rn M. æm (1 - z)dz= — 
u Emtn+ı. 





wenn mai der Kürze wegen: 
1 ‚2 .3... —-NWi:=P, 


fegt, wo 2 eine beliebige ganze Zahl iſt. Ebenſo hat man: 


Sf. „mm (1 — z)” +" dx = tat 
0 ©. mtm'pntn'+i 
und da: | 
K' _Prt+n 
P;nt n! 


ift, fo ergibt ſich für den in Rede ſtehenden Zal: 


_ Prrta'Pmtm'En In'Pm m-+n-+ 1 
Pr P — mn mtmtntnt 
Son Diele Sormel den Fall mit in fich begreifen, wo eine 
Zahlen m, n, m’, n! Null ift, fo muff man P,=lftn. W 
demnah 2=0 und n’=0 ift, fo hat man blos: . 
gt 
m--m' +1’ 
wodurch Die Wahrſcheinlichkeit ausgedruͤckt wird, daſſ das Ereignifl 


ununterbrochen noch m’ mal ftattfinden wird, nacben ed bereits, m. 
ununterbrochen ſtattgefunden hat. 
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verſchieden, und wenn mar dieſe Differenz unberhdfichtigt aͤſt, ſo 
iſt 7 der Werth der Größe y in $. 45. 

Hiernad) find Die Grenzen der Integrationen in Beziehung auf z 
die z=0 und 21 entfprehenden Werthe = — und = =1l—r. 
Wenn man folglid in dem erften Austrude von @’ im vorhergehens 
den $&. m’=1, n"=0, de=dz fekt, fo ergibt fich daraus: 


SZ —"y, mt (10° d: 


— — 








5 ⸗ 
— Ir 
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für die Wahrfcheinlichkeit, daff das Ereigniſſ @ wieder einmal ftattfins 
det, nachdem «8 in mn Verfuchen zn mal und das entgegengefekte Er⸗ 
eigniff m mal ftatt gefunden hat. Aber wegen der Natur. des unter dem . 
Integralzeichen / ftehenden Factors F Tann man, wenn man wil, 
dieſe Integrale auf fehr Meine Werthe von = befchränfen. Entwickat 

man alödann die übrigen Factoren nach den Potenzen von z in Ries ' 
ben, fo find dieſe Reihen im Allgemeinen fehr convergent, wovon mr " 
eine Audnahme flattfinden würde, wenn r oder L—r auch ein fehr 
Feiner Bruch wäre. In jedem andern Falle braucht man nur bie er⸗ 
ften Glieder biefer Reihen beizubehalten , und wenn man das Quadrat 
von z vernachläffigt, fo erhält man: 


am(] - arm (1 —r)% + 
[Imrm—1(1 — r®—nrm (1—r)%-1]z 

+4 [m (m—1ı rm-?2(1—r)% — Imnrm-—1 (1 —r)s—1. 
+n(n— )rm(1— r)®-2]z2, 

woraus fih der Werth von amt (1 — z)® ergibt, wenn man m-4-1 


ſtatt m feßt. 
Subftituirt man diefe Werthe von am (1 — 2)” und von am+1 x 
(1 — z)® in den Äusdruck von @', bemerkt, daſſ: 


Sr ra=ı fi, r: dz=v0 
—r . r 


ift, feßt der Kürze wegen: 


jr F z?2dzh 


und vernachlaͤſſigt das Quadrat von A, weiches nur ein fin Meint 
Bruch fein kann; fo erhält man: 


99: 





art h, 


woraus erhellet, daſſ die MWahrfcheinlichkeit 5 bed Stattfindend von 
G nad) den m-+-n Berfuchen kleiner oder größer ift, ald der Brudr 
. very, welchen man für die Wahrfcheinlichkeit von G vor diefen Ver⸗ 


ſuchen hätte nehmen muffen, und zwar größer, wenn — größer ift, als 


1—r 





— und Heiner im entgegengefeßten Falle. Wenn es gewiff wäre, 


daſſ 7 die Wahrfcheinlichkeit von G wäre und m, n wären große 
Bohlen, fo würden die Zahlen, welche ausbrüden, wie vielmal die Er: 
ägniſſe G und ZI ftattgefunden haben, hoͤchſt wahrfcheinlich ihren refp. 
Rahrfcheinlichkeiten 7 und 1—r proportional fein, und die Wahr: 


ſheinlichkeit c würde wegen ber Gleichheit der Verhaͤltniſſe — und 


— ber Wahrſcheinlichkeit r gleich werben, wie es der Fall fein 


nie v 
I. 48. Seht‘ man in dem vorhergehenden Werthe von @’ die 
Zahl mS1 und n=0, fo erhält man: , 


rt 


aß die Bahrfcheinlichkeit , daſſ Dad Ereigniff G, welches bei einem er 
fin Verfuche flattgefunden hat, auch bei dem folgenden ſtattfinden 
wid, und da 7 die Wahrfcheinlichfeit des Stattfindend diefed Ereig⸗ 
niffed bei dem erften Verſuche war; fo drüdt das Product aus 7 und 
@' oder 724 h die Wahrfcheinlichkeit aus, daff fich dieſes Ereigniſſ in 
beiden Verfuchen wiederholt. Setzt man darin 1—r für r, fo ers 
Gt man (I—r)2+h als die Wahrſcheinlichkeit der Wiederholung 
des entgegengeſetzten Ereigniſſes, und wenn man dieſe Größe zu 72 +4 
addirt, ſo ergibt ſich: 


1—2r+2r2+2% 


für bie Wahrſcheinlichkeit der Uebereinſtimmung der Reſultate beider 
Merſuche. 

Wenn man in dem Werthe von w’ im vorhergehenden $. m 0 
mb nl Mel $o erhält men: 


h 
sr —. 
1—r 
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für die Mahrfcheinlichkeit, daff das Ereigniff @, went es bei dem'n 
ften Verfuche nicht ftattfindet, bei dem zweiten flattfinden wird. Dei 
Product r(L—r)—h aus diefem Werthe ©’ und .1—r druͤckt alfı 
die Wahrfcheinlichkeit der Aufeinanderfolge zwei entgegengefegter Ereig 
niſſe @ und Hl aus, und wenn man fie doppelt nimmt, fo erhäl 
man: 


er—_ar2 _gh 


für die Mahrfcheinlichfeit der Nichtübereinftimmung der Refultate der bei 
den erften Verſuche, welche fi auch aus der Wahrfcheinlichkeit- ihre 
Uebereinflimmung ergibt, wenn man dicfe von der Einheit abzieht. 
Der Unterfchieb zwifchen den Wahrfcheinlichkeiten der Uebereinflim⸗ 
mung und der Nichtübereinfiimmung der Refultate der beiden erſten 
Verſuche ift folglich: . 
(1—2r)2+4h, 


woraus erhellet, daſſ diefer Unterfchied durch den Umftand, baſ r nicht 
genau die Wahrfcheinlichkeit von G@ ift, und daſſ man blos weiſſ, daf 
fich dieſe MWahrfcheinlichkeit fehr wenig von 7 enffernt, vergrößert wird, 
fo daff, wenn man auch wüflte, daff = 4 wäre, ed doc) noch vor 
theilhaft fein würde, 1 gegen 1 zu wetten, daff die Refultate beider 
Verſuche uͤbereinſſimmen. Diefed findet .bei dem Spiele »Wappen 
und Schrifte ftatt, wo man ein Münzflud zum erſten Male ans 
wendet. Die Gleichheit der WahrfcheinlichPeit des Treffens der beiden 
Flächen dieſes Muͤnzſtuͤckes ift phyſiſch unmöglich; allein nach der Ber 
fertigungdart beffelben ift es ſehr wahrfcheinlich, daſſ die abfolute Wahr⸗ 
ſcheinlichkeit für das Treffen jeder Flaͤche ſehr wenig von 4 verfhie 
den ift. 

49. Wir wollen nun einen Lehrſatz anführen, deffen Bewel 
in dem folgenden Kapitel mitgetheilt werben wird, und welcher hazı 
dient, die abftracte Wahrfcheinlichfeit eines Ereigniffes zwar nicht mi 
Gewifiheit und Strenge, aber doc einen fehr wahrfcheinlichen und fef 
genäherten Werth derfelben durch dad Erperiment zu beflimmen. 

Es fei g die befannte oder unbekannte abftracte Bahriceinihf« 
eined Greigniffes G, d. h. das Verhältniff der diefem Ereigniſſe ge® 
fligen und gleich möglichen Fälle zu der Anzahl aller Fälle, weiche übe 
haupt ftattfinden Fönnen und ebenfalld gleich möglich find. Wir wos 
Ien annehmen, ed würden u Verſuche gemacht, während welcher dE« 
eigenthümliche oder abftraete Wahrfcheinlichkeit des Ereigniſſes G, E 
von feiner relativen ober fubjectiven Wahrfcheinlichfeit verfchieben ' 
($. 1.), conftant bleibt, Es fei” das Werhältniff der Zahl, weich 
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gel fehr gering ift, fo bebentet die genäherte Gleichung = bl 
viel, daſſ jeder der Brühe “ — = und -- 7 ſehr klein iſt. 


Die eben aubgefprochen Regel ift auch auf die Wahrſcheinlichk 
ten der verſchiedenen ſich gegenfeitig auöfchließenden Urſachen, welch 
man ein fehr viele Male beobachteted Ereigniff Z zufchreiben Tan 
anwendbar. Wenn Y die bekannte oder unbefannte Wahrſcheinlichk 


einer diefer Urfachen Cift, fo drüdt das Verhaͤltniſſ —— mit ei 


ſehr großen Amaͤherung und Wahrſcheinlichkeit dad Verhaͤltniſſ der Zi 
- Ien aus, weldhe angeben, wieviele Male dad Ereigniff P. von | 
Urfache C und wieviele Male ed von irgend’ einer andern Urfache h 
vorgebradht ift. Diefes gibt da3 Verhaͤltniſſ dieſer beiden Zahlen, wı 
die Wahrfcheinlichkeit y & priori befannt iſt, oder den Werth bi 
Mahrfcheinlichkeit, wenn man diefes Verhaͤttniſſ durch die Erfahri 
beſtimmen kann. 

Wenn dad Ereigniſſ Z 3. B. der Zug einer weißen Kugel « 
einer Urne A mit a weißen und a’ Schwarzen Kugeln, oder aus ei 
Ume B mit 5 weißen und 5’ fchwarzen „Kugeln iſt; fo wird’ 
Wahrfcheinlichkeit y, dafl A Die Urfache von E, d. h. daſſ die we 
Kugel aus biefer Urne gezogen ift, nad) der Kegel in $. 28. bdurch 

eb) 
a(b+b)--b(a-ta') 
und die entgegengelehte Wahrſcheinlichkeit, oder daſſ die weiße ar 
aus der Urne D gezogen iſt, durch: 


_ b(a-ta‘) 

IT Lra re) 
ausdrüdt. Hat man nun aus der. einen oder ber andern viefer ! 
den Urnen eine fehr große. Anzahl. weißer Kugeln gezogen, int 
bei jedem Verſuche die gezogene weiße oder fchwarze Kugel wieder 
die Urne gelegt wird, woraus fie. gezogen ift, fo ift das Verhäͤlt 
der Anzahl der aus der Ume — gezogenen weißen Kugeln zur An; 
der aus der Urne B gezogenen peißen Kugeln hoͤchſt wahrſcheinlich 


wenig von dem Verhaͤltniſſe ae verſchieden, ſo daſſ man, wenn 
erſte dieſer beiden Verhaͤltniſſe mit 9 bezeichnet wird, 

__r _ alb+b) 

1—r blau) 


yv= — 





. nehmen Fann. 
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p=7=0,51808, p=1— - 0 53441,p=1—-?—0,53033, 
42 

welche Groͤßen ſehr wenig von einander verſchieden find, und woraus 

das Mittel: oder der dritte Zheil ihrer Summe 


| p = 0,52760 
ift, welche faum um 0,02 von dem ſich aus ber Geſammtheit ve 
Berfuche ergebenden Werthe * von > verſchieden iſt. 


Wir haben dieſen Verſuch deswegen gewählt, weit er von B it 
fon angeftellt it und das Werk, worin er fich befindet, denſe L ten 
authentifch macht. Es kann Jeder viele Verfuche dieser Art anflellen- ſo⸗ 
wohl mit einem Münzftüde, ald mit einem fcchöfeitigen Würfel. In 
dieſem lebten Falle ift die Zahl, welche ausdruͤckt, wievielmal Xebe 
Flaͤche des Wuͤrfels bei einer fehr großen Anzahl von Verſuchen oben 
zu liegen kommt, ungefähr 4 der Gefammtzahl der Berfuhe, wofen - 
der. Mürfel nicht falfch oder ſchlecht conſtruirt iſt. 

F. 51. Der Lehrſatz, auf welchen ſich die vorhergehende Regel 
gruͤndet, ruͤhrt von Jacob Bernulli her, welcher uͤber den Be⸗ 
weis deſſelben 20 Jahre nachgedacht hat, und der Beweis, welchen er 
davon gegeben hat, ergibt ſich mit Huͤlfe folgender Säge aus bem 
binomifchen Lehrſatze. 

Es feien bei jedem Verſuche p und Y die gegebenen Wahrſchein⸗ 
lichkeiten der beiden entgegengefeßten Ereigniffe Z und F'; ferner feiert 

g, h, k ganze Zahlen von folcher Befchaffenheit, daſſ: 


P=4, 9= 7, 5+h=k, p+y=1 


ift, und m, n, m andere ganze Zahlen, welche mit. g, b, k hurch 
die ðleihungen 


m—gk, n—hk, u= m+n=(g+h)k 


verbunden find, fo daſſ fich die Wahrfcheinlichkeiten > und 9 wie pie 
Zahlen m unb n verhalten, welche man fo groß machen kann, ald ma 
will, wenn man die Zahlen g, h,-k hinreichend vergrößert, ohne 59° 
Berhältniff zu verändern. Aladann finden folgende Säge ſtatt 

1) In der Entwidelung von (p+gy)" ift das Glied am gie” 
fin, worin. bad Product ꝓm g* vorlommt, und da diefes Glied HE 
Wahrfheinlichkeit ausdruͤkt, baff dad Ereigniff EZ, m mal. und das Evx⸗ 
eigniſſ F, n mal flattfindet‘ ($. 14.)5 fo folgt, daff biefes zufammess“ 
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eine andere fehr große Anzahl 1’ von Verfuchen, fehr nahe und hoͤchſt 


wahrſcheinlich die Gleichung: 


⁊ 
m m! 


— — ⸗ 


ſtattfindet. Dieſe beiden Verhaͤltniſſe wuͤrden in aller Strenge unter 


ſich und der unbekannten Größe Y gleich ſein, wenn die Zahlen u umd 


1 unendlich groß werden koͤnnten. Wenn ihre durch die Beobachtung 


gegebenen Werthe merklich von einander verfchieden find, To hat. man 
Grund, zu glauben, daſſ in der Zwifchenzeit der beiden Verſuchsrei hen 
einige der Urfahen C,, Ca, Cy, ... unmöglich und andere mögglih 
geworden find, wodurch die Wahrfcheinlichfeiten €,, Cor lg ers and 
folglich der Werth von y verändert werden. Diefe. Veränderung ift je 


doch nicht gewiff, und wir werben in der Folge ben Ausdruck ihre ° 


Wahrſcheinlichkeit als Function des beobachteten unterſchiedes —727 


und der Anzahlen u und uw’ der Verſuche angeben. 

Diefe Folgerung aus den beiden vorhergehenden Sägen wird «uf 
den Zehrfah von Jacob Bernoulli zurüdgeführt, wenn man be 
merkt, daff in der Vorausſetzung, worauf der zweite beruht, der Bruch 
y die unbekannte, aber während der beiden WVerfuchöreihen conftznte 
MWahrfcheinlichkeit des Ereigniſſes F if. Denn dieſes Ereigniff Bann 
bei jedem Verſuche vermöge jeder der Urfahen C;, Cꝛ, Cg, . .., welche 


alle diefelbe Bahrfeeinlichteit — — haben, ftattfinden. Die Wahrſch ein⸗ 
lichkeit feines Stattfindeng vermoͤge der beliebigen Urſache C; wird nad 
1 
der Regel in $. 5. durch bad Product — c, und feine volftändige Wahr: 
feheinlichlichkeit nach der Regel in $. 10. durch die Summe ber Pr 
1 1 1 
ducte — CE, Ey, — Ey welche = y ift, ausgedruͤckt. 


Der Einfachheit wegen haben wir alle die Urfahen C,, Cꝛ, Cs 
... als gleich möglich betrachtet; allein man kann auch annehmen, 
daſſ jede derfelben in der Gefammtzahl v der Urfachen Mehrere Malt 
vorkommt, wodurch fie ungleich wahrfcheinlich gemacht werben. Ald 


dann bezeichne 7y; die Zahl, welde angibt, wie vielmal die beliebige 


Urſache Cy unter dieſer Anzahl v von Urſachen vorfommt, fo druͤckt 
der Bruch Y, die Wahrfcheinlichkeit diefer Urfache aus, und ber Aus⸗ 
Drud von Y verwandelt fich in: 


Y=Yıfı HYyatgt Yacat —E 
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nehmen, wo YırYar Ygr «- Y, wieder die Wahrfcheinlichkeiten 
verfchiedenen Urfachen find, welche die Greigniffe während ber 8 
der Verſuche herbeiführen oder die Werthe von _d, welche man | 
achtet hat, oder beobachten wird, hervorbringen können. Nun bi 
der dritte noch anzuführende allgemeine Satz darin: daſſ der Que 
aus der Summe diefer u Werthe von A und ihrer Anzahl ode 
mittlere Werth diefer Größe, höchft wahrfcheinlich fehr wenig won 
Summe ber Probucte aus ihren möglichen Werthen und deren 
“ mittlem Wahrfeheinlichkeiten verfchieden if. Bezeichnet man alfı 
Summe ber wirklichen Werthe von A mit s, fo hat man fehr 
und mit einer großen Wahrfcheinlichkeit: 


„a0 tay0, +0; st... ta, 


fo daff man, wenn Ö einen beliebig Meinen Bruch sahne, bie 
zahl zu der Verfuche immer groß genug annehmen kann, bami 
Wahrfcheinlichkeit, daſſ der Unterfchied zwifchen den beiden Xt 
dieſer Gleihung kleiner iſt, als Ö, beliebig wenig von ber Ei 
verfchieden if. Ferner wollen wir bemerken, daff der zweite : 
der. vorhergehenden Gleichung vermöge des vorhergehenden Audbı 
‚von &, und der ſich daraus ‚ergebenden Werthe von @,, &g, &g, 
von der Zahl u unabhängig if. Wenn alfo diefe Zahl fehr gro 
fo ift die Summe s ihr faft proportional, und wenn man folglic 
Eumme der Werthe von A in einer andern Reihe von einer fehr g 
Anzahl u’ von Berfuchen mit s’ bezeichnet, fo ift der Unterfchiel 


Verhältnifie — und m hoͤchſt wahrfcheintich fehr Hein, und ' 
man bdenfelben vernachläffigt, jo hat man: 


s s’ 
a —— 

Bei den meiſten Unterfuchungen iſt die Zahl A der mög 
Werthe von A unendlich groß; fie wachſen nach unendlich Heinen 
erementen, find zwifchen gegebene Grenzen eingefchloffen und d 
gend einet Urfache Cy entfprechende Wahrfcheinlichkeit jedes biefer 
the wird folglih unendlich klein. WBezeichnet man diefe Grenze 
2 und und die der Urſache C; entfprechenbe Mahrfcheinlichkeit i 
eines biefer Werthe z, welcher fih von <=/ bi 2 erſt 
Tann, mit Zidz; fo hat man: . 


ey 
'Jı Adz=1. 
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üenlichleit Y Tann nicht a priori beredinet werben und nur durch die. 
hfahrung laͤſſt fi ein fehr wahrfcheinlicher Naͤherungswerth erhalten, 
ern man „die Reihe der Verſuche weit genug fortfegt, damit daB 


Berhältniff = faſt unveränderlid wird, und alsdann dieſes Verhaͤltniſſ 


dr dieſen Werth nimmt. m 
Die. faft vollkommene Unveränderlichkeit dieſes Verhaͤltniſſes * 


ir jede Art von Ereigniſſen iſt ein ſehr bemerkenswerthes Factum, 
wenn man alle Veränderungen ber Wahrſcheinlichkeiten während einer 
imgen Reihe von Verfuhen in Betradt zieht. Man fönnte geneigt 
tin, fie einer geheimen Urfache zuzufchreiben, welche von den phyſiſchen 
der moralifchen Urfachen der Erfcheinungen verſchieden iſt; allein die 
Deorie der Wahrſcheinlichkeiten zeigt uns, daſſ diefe Unveränderlichkeit 
ethwendig ftattfindet, fo lange das Wahrfcheinlichkeitsgefeg der Urſa— 
hm für jede Art von Ericeinungen ſich nicht ändert, fo dafj man 
ie in jedem Falle ald den Normalzuftand der Dinge, mwelder von 
ıbft und ohne Hllfe irgend einer fremden Urſache flattfindet, und im 
Iegentheil zu einer merklihen Veränderung: eine ſolche Urfache erfors 
enich wäre, betrachten muſſ. Man kann diefen natürlichen oder Nor: 
aatzuſtand mit dem Ruhezuftande der Körper vergleichen, welcher ver⸗ 
nöge der bloßen Traͤgheit der Materie fo lange ftattfindet, ald er von 
tiner fremden Urſache aufgehoben wird. 

$.55. Ehe wir die zweiter ber beiden vorhergehenden Gleichungen 
xtachten ,. wird es zweckmaͤßig fein, einige Erläuterungsbeifpiele der 
ern anzuführen. 

Gefegt, man hätte 9 Umen C,,Cz, Cz,... C mit weißen 
ub ſchwarzen Kugeln, und es jei c, die Wahrſcheinlichkeit, aus irgend 
ar dieſer Urnen Ca eine weiße Kugel zu ziehen, welche Bahr: 
Seinlihkeit für mehrere biefer Urnen biefelbe fein Tann. Nun nimmt 
won zufällig eine diefer Urnen hinweg, wofuͤr man eine gleiche an die 
Bie feßt, Hierauf eine zweite, u. f. f., fo daſſ dad Syſtem der Umen 
A ar Cgr . . . immer baffelbe bleibt und eine unbegrenzte Reihe 
m Umen B,, au Bar ... gebildet wird, welche nur die gegebenen 
Imen C, Cy, Cgr..., mehr oder weniger wiederholt, enthält. Es 
Ben bu bar bgr ». . reſp. bie Wahrſcheinlichkeiten, aus den Urnen 
Bu By, Bu “0. eine weiße Kugel zu ziehen, fo daſſ die unbegrenzte 

E Dar bg ... ebenfalls nur die gegebenen Wahrfcyeinlichkei- 
MEqr Egr Ezr se. , welche barin wieberholt vorfommen können, ent . 
We. Addann zieht man auß jeder der Umen Bi, By, Byr ... By 
inf; eine Kusel. ezeichnet man nun die mittlere Wahrſcheinlichkeit 

8* 
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des Zuges einer weißen Kugel in biefen zu fucceffiven ‚Ziehungen mit 
fo hat mun: 0 u | 


e=- (b, +6, +5;+ ... +5.) 


Die Urnen C,, C. Cg, . . . ftellen hier die v möglichen Urſach 
des Treffens einer weißen Kugel bei jedem Verfuche bar. - Wenn al 
m eine fehr große Zahl ift, und man fett, wie weiter oben: 


1 | 
Yy=7 (e,tegteat ... +£,) 
und bezeichnet die Anzahl der gezogenen weißen Kugeln mit m, fol 
nach dem Vorhergehenden fehr nahe und Mit einer großen Wahrfceli 
lichkeit: j | 


m , *_ | 
Fr E=Yy,mzuy.. 


Die Zahl m Ändert ſich alfo nicht merflih, wenn man bie Ziehunge 
aus benfelben Urnen By, Bꝛ, Ba, ... B, oder aus einer Anzahl , 
anderer auf einander folgender Urnen wiederholt, und wenn diefe Zi 
hungen aus einer andern fehr großen. Anzahl u von Urnen geſchiehl 
fo ift der genaherte und ſehr wahrſcheinliche Werth der Anzahl der gi 


u! m 
zogenen weißen Kugeln =— 
x . 4 


Wenn man aus dem Syſteme der Umen.C,, Cyr Cgr ... iM 
hintereinander ganz zufällig eine Kugel zieht, indem man bie gezogen 
Kugel jedesmal wieder in die Urne legt, woraus fie gezogen iR, | 
ift die Wahrſcheinlichkeit des Zuges einer weißen Kugel bei allen Be 
fuchen diefelbe und nad) der Regel in $. 10. gleich y. Wenn bie & 
zahl der Werfuche fehr groß ift, fo ift die Anzahl der gezogenen we 
en Kugeln nad) der Regel in $. 49. fehr nahe und hoͤchſt wahrſchei 
lich dem Producte u y gleih, wie in dem vorhergehenden Beiſpiel 
allein diefe beiden Beiſpiele find wefentlich verfchieden, und die beibı 
Refultate flimmen nur dann überein, wenn ı eine fehr große 3a 
ift. Wenn dieſes nicht der Fall if, fo hängt die Wahrſcheinlichk 
der Biehung ‚einer gegebenen Anzahl m weißer Kugeln in dem erfh 
Beifpiele nicht blos von dem Syfteme der gegebenen Urnen C,, CC 
..., fondern aud von dem Spfteme ber Umen B,, Bar Bar 
welches aus jenem zufällig gebildet ift, ab. Wir wollen z 4 
die Anzahl der gegebenen Urnen auf die drei C,, Ca, Cz, reduch 
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und nicht auf feine fubjective MWahrfcheinlichkeit oder den Grund, w 
hen wir für die Annahme feines Stattfindend haben, gründet. 


$. 56. Als zweites Beifpiel wollen ‚wir annehmen, daſſ man eil 
fehr großer Anzahl. von Thalerftüden, welche wir mit Ay, Agı Agı- 
bezeichnen wollen, hätte, und wovon jedes eine ſeiner beiden Flaͤch⸗ 
‚ nad oben kehrt, wenn ed, nachdem ed in die Luft geworfen war» 3 
Boden gefallen it Für irgend eins dieſer Thalerftüde Az wollen w 
die abfiracte Wahrfcheinlichkeit, daf| der Kopf oder das Bildniſſ getroffe 
wird oder oben liegt, und welche von der phyſiſchen Eonftitution bdiefe 
Muͤnzſtuͤckes abhängig iſt, mit @, bezeichnen. Der Werth von ati 
a priori unbekannt; man beſtimmt ihn daher durch Verfuche, indem ma 
das Münzftid A, eine fehr große Anzahl m von Malen in die Lu 
wirft, und da biefe abftracte MWahrfcheinlichkeit während dieſer Reit 
von Berfuchen conftant bleibt, fo Tann man, wenn daß Bildnilf 3 
mal oben liegt, nach ber Regel in &. 40: 


47 
für ihren genäherten und fehr wahrfcheinlihen Werth nehmen. Dieft 
Werthes bedient man fi alsdann zur Berechnung der Wahrfcheiniid 
feiten der verfchiedenen künftigen Greigniffe bei den Würfen deffelbe 
Muͤnzſtuͤckes Ar, und man fann m gegen m —n, wetten, daſſ de 
Bildniſſ bei einem neuen Verſuche getroffen wird, m? gegen m—n; 
daſſ ed bei zwei neuen ſucceſſiven Verſuchen zweimal oben liegt, In;: 
(nm —n,) gegen m? — Zn, (m—.n,), daſſ es in Ddiefen beiden Be 
fuchen nur einmal oben liegt, und fo fort. Im einer neuen Verſuch 
reihe von einer fehr großen Anzahl m’ von Verſuchen ift die Zahf-n 
weiche angibt, wie viefe Male dad Bildniff oben gelegen hat, wieb 
nad) der Regel in.d. 49. fehr nahe und mit einer großen Wahrſchei 


' n 
licheit dem Producte m’a, gleih. Die beiden Verhäftniffe _ w 
s - 


m“ 


— müffen folglich fehr wenig von einander verfchieden- fein, aber ' 
m 


ber durch Verſuche beflimmte Werth von =, blos fehr wahrſcheinl 
und nicht gewiſſ ift, fo ift die Wahrſcheinlichkeit des geringen Unt 
ſchiedes dieſer beiden Verhaͤltniſſe, wie wir in der Folge ſehen werd 

nicht fo groß, ald wenn der Werth dieſer Wahrſcheinlichkeit a; gen 
und a priori gegeben wäre. 
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und nach den vorhergehenden Bezeichnungen ergibt fich hieraus: 
0 st=4[1+8(k?+h2)], | 
oder was daſſelbe ift: 
"= 4(8s'—1). 

Diefe Größe *“ ift auch die mittlere Wahrfcheinlichkeit der Ueber- 
einſtimmung ber in einer fehr langen Reihe dreifacher Verſuche erhalte 
nen Refultate. Wenn man alfo mit a’ ihre Anzahl und mit 5” die 


Anzahl der Verſuche, worin dieſe Uebereinſimmung ſtattfand, bezeich⸗ 
‚ne, fo hat man: 


| pr — a" s", 
\ ! 


— ZI Fi 
Fr — ftatt s’ und 8“ in die "vorhergehende Glei⸗ 


hung fest, fo ergibt fi Pi daraus zwiſchen den Zahlen a’, a’, b!, bu 
‚bie Relation: 


und wenn man 


a agb a _ 2b" ad, 


nee deſto genauer und um fo wahrfcheinlicher ft, je größer dieſe 
Zahlen find. 

Da fie von, dem Gefeße. der Größen @,, @,, @,,... unab- 
bängig ift, fo findet fie auch noch flatt, wenn dieſe alle einander gleich 
find, d. h. wenn man, ftatt bei jedem doppelten und dreifachen Wer 
—* ein anderes Minzftid zu nehmen, immer baffelbe anmenbet. 
Wenn man alfo dafjelbe Münzftüd eine fehr große Anzahl von Malen, 
weihe wir mit Ge bezeichnen wollen, ‚in die Luft wirft, und man 
heilt diefe Reihe einfacher Verſuche in doppelte Werfuche, welche aus 
dem erften und zweiten, dem britten und vierten, u. f. f. einfachen 
Verſuche beftehen, dann in dreifache Werfuche, welche aus dem erften, 
jweiten und dritten, dem vierten, fünften und fechöten, u. f. f. ein⸗ 
fachen Berfuche beftehen, und man wendet die vorhergehende Gleichung 
arf diefe beiden Reihen boppelter und breifacher Werfuche an; fo. erhält 

man: 


a=%c, ac, 
eu fich diefe Gleichung auf folgende: 
c=b — hi 


eehnit, d. Pa der Unterfchied zwifchen der Anzahl der uͤbereinſtimmen⸗ 
dem doppelten Werfuche und ber der übereinfiimmenben breifachen Ver⸗ 
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und Ordinate z und Z if, eingeſchloſſenen Fläche, welche fih von 
2*bis z=P erfteedt, indem / und 2’, wie in $. 58., die Gren⸗ 
zen der möglichen Werthe von A bezeichnen. Wir wollen - 


z=k+7,I=k+h, !=k+h 


feßen und durch X den Werth von Z bezeichnen, wenn man in Z 
k-+x ftatt z fest; fo haben wir vermöge der angeführten Gleichung: 


1 hi ph 
S, Zd: =/, xdı=ı, [| Xrdı=o, 
I Jh h Bu 
und folglich, fehr nabe: | 


—-k, 

u 
wo s die Summe der Werthe von A ift, welche man in einer großen 
Anzahl u von BVerfuchen erhält. Gegen die Conftante K_convergirt 


alfo der mittlere Werth — von A um fo mehr, je mehr u noch zus 


nimmt. Aber felbft dann, wenn dieſes Verhältniff faft conftant gewor⸗ 
den ift, d. h. wenn e& für mehrere fehr lange Beobachtungsreihen faft 
daffelbe bleibt, kann es zuweilen gefchehen, daſſ biefer mittlere Werth 
fehr von dem Winkel @, welchen man beftimmen will, verfchieden iſt, 
und ed ift immer der Näherungdwerth der Conftante Y, welche von 
diefem Winkel verfchieden fein Eann. 


Denn es fei: 
z=ze+tu, /izae+g, !=a+g 
und U der Werth von Z, wenn man darin «+ u ſtatt z ſetzt; fo if: 


Si 24=/" Udu=1, k= + [7 Uudu, 


Der Unterfchieb u zwifchen dem Winkel © und einem möglichen 
Werthe 2 ded gemefjenen Winkels A ift einer der möglichen Fehler des 
Inftrumented und ded Beobachterd; er kann pofitiv oder negativ fein 
und fih von u=g bi u=g’ erfireden, und feine unendlich Heine 
Wahrfcheinlichkeit ift gleih Udu. Wenn nun in der Eonflruction be 
Inftrumentes Fein Grund liegt, woburd bie pofitiven Fehler größere 
Wahrſcheinlichkeiten befommen, als die negativen, oder umgekehrt, und 
wenn daflelbe in Beziehung auf die Beobachtungsart ded Beobachters 
ber Zall iſt; fo find die Grenzen g. und g’ gleich und von entgegen⸗ 


+ 





























x 
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ſcheinlichkeit o der Exiſtenz der Urſache G, was bie Zahl n’ auc 
mag. Wenn bdiefe. Urfache nicht exiſtirt, fo kann das Stattfind: 
pP ‚auch von andern Urfahen Bir Bar Bar --. Ba herruͤhren, 
den vorhin mit. B,, By Bar». ‚ Bn bejeichneten. ahnlich. ‚fin! 
deren Einfluff man nicht gan, hefeitigen kann. In Beziehun 
diefe Fünftigen Urfachen wollen wir bie frühern Größen ur 
MET Tg tee. Tu bezeichnen, fo daſf 74 in Bez 
‚auf B, dad. ift, wadr, in Beziehung auf. Br war. Ferner 
wir - | | i 
fegen , fo. wird die MWahrfcheinlichkeit des Stattfindens von 2 b 
n' künftigen‘ Verſuchen durh (1—w@)o‘ ausgedruͤckt, wenn d 
fache C nicht eriftirt , und hieraus ergibt fich folglich: 


a" =o-+-1—o)g‘ 


als der vollftändige Ausbrud von @’, oder wenn man für die 
ßen © und. 1 — o ihre frühern Werthe ſetzt: 


_tÜ—pee p)ee‘ 
p+(1—p)e 


Diefe Ausdrüde von @ und w’ zeigen nun, wie bie Wah 
lichkeit ber Eriftenz der Urfache C, welche vor der Beobachtung 
fehr gering. fein konnte, nachdem diefe Erfcheinung eine gerin: 
zahl von Malen beobachtet iſt, jehr groß hat werden und dem 
digen Stattfinden diefer Erfcheinuug bei den kuͤnftigen Verſuch 
der Gewiſſheit ſich ſehr nähernde Wahrſcheinlichkeit ertheilen 
Wir wollen z. B. annehmen, daſſ die Wahrſcheinlichkeit der 
C aud irgend welchen Gründen, und wenn man will, wege 
Vorurtheiles unfered Geifted, a priori nur = gohon gewefen 
daſſ der Einfluff der zufälligen Urſachen, ungeachtet der zu feir 
feitigung angewandten Borfichtömaßregeln, noch hat ſo beſchaff 
koͤnnen, daſſ jede der Größen r|,Tg,7g, ... dem Bruche z 
einem kleinern Bruche gleich ift; fo hat man; wenn das rei, 
nur 10 mal ununterbrochen beobachtet ift: 


- 


p= 0,00001, 0<p (0,00001) 
und zu eigen Beit: 
DEE 
9 >1FQ-7)(000081) 
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zeichnet man feinen größten Werth mit H und den wochen Werth 
von x mit 4, fo bat man: 
h=x, Hze-hm, 
Demnach kann man feben: 

etan—He-t, 
wo Z eine neue Veraͤnderliche bezeichnet, welche man von 2=— co 
bi = wachſen läfft, und wovon bie befondern Wertbe = — 0, 


Id, 1=@ reſp. 20, =h, — OVentſprechen. Betrachten 
wir x als eine Function von Z, fo haben wir: 


SL — Aa? 








1 ic 
log e®a®—=log H—12, 
ud wenn mar | 
| z—h+:' 
fett und nach ben Potenzen von z’ entwidelt, fo ergibt ſich: 
d2 logH u2 ı dB , lo .., 
2 8 — 
Pr dh? 2.3 dhs rec, 


indem man bemerkt, baff das erſte Differenzial von log H=0 un 
nach der Differenziation = n geſetzt if. Der Werth von 2’, welcher 
fh aus dieſer Gleichung ableiten laͤſſt, kann durch eine Reihe von fol⸗ 
gender Form ausgedruͤckt werden: 

ht th" 2 RW IB... 


wo die Goefficienten »', h"', A", ... von 2 unabhängig find und durch 
einander beſtimmt werben, wenn man diefen Werth in diefe Gleichung 
ſubftituirt und dann die Summe ber Coefficienten jeder Potenz von 2 
in dem. erften Theile S0 fett. Auf diefe Weife erhält man: 


d? m 
144 
. log H 
. ‚dh? 
J 1 a ec. 





2 =0, 


No. 
vr =b, Ä ' 





a 


Er 
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Wenn 2. eine ganze. und pofitive Bahl bezeichnet, ſo bat man 
2 —ı2 ji Ge 
S. £ r di =®, 
— — 

— PR i— — 2 
2,5 ai 1). fo e dı, 
— u 2’ . ⸗ — — .. 
und bekanntlich iſt auch: | . 

© 42. — 

ne d I=Vx , 

wo 7 immer dad Verhaͤltniſſ ded Kreisumfanges zum Durchmefler bes 
zeichnet. Wegen: 


da _ 
Fri 


haben wir alfo: 


je e] — 4 
⸗ erd4dr—- 
— O— 


V —E 38,7. 


dep hahtrpahu tete, 


vII 





und wir brauchen folglich nur die ‚Soefficienten h',h", h’,. 9 von 
ungeradem Range su Deinen Bermittelft der Gleichungen (2) er- 
gibt ſich aber: J | | . 
VoVEn hu MV 
18 n - ’ ‚1080 n? " ’ 

und folglich erhält man endlih, wenn man die Gleichung (1) und den 
Beth von H berüdfi tigt: | 

12. 3..n=merVaanıt rate) (8) 

$. 68. Die zwifchen ven Parenthefen ftehende Reihe iſt in ihren 
erften Gliedern defto convergenter, je größer die Zahl n if. Sie ges 


hört jedody zu der Gattung von Reihen, welche zulegt divergent wer 
den, wenn man fie hinreichend weit entwidelt. Aber wenn man biefe 


Reihe auf ihren convergirenden Theil vebucirt, fo kann man fich ber 


Formel (8) immer zur Berechnung eined Näherungswerthed bed Pro⸗ 


ducted der 7 erften natürlichen Zahlen bedienen, und es ift fogar nicht. 


r 
— nl a LI — rn —— 
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einmal nöthig, daff n eine fehr große Zahl ift, wenn bie Annäherung 
ſehr groß fein fol. Nimmt man z. B. n=10, fo gibt die auf ihre 
drei erften Glieder rebucirte Formel den Werth 3628800 wehigftens 
bis auf eine Einheit genau, und diefe ganze Zahl: ift auch genau der 
Werth des Productes der zehn erften natürlichen Zahlen. 

Wenn man 2n ftatt n in die Formel (3) fubftituirt, fo kommt: 


1.2.3...(2n—1 )en—2(@n)tne—ıny x n(1-+ —- — 5 ment )3 
Es iſt aber identiſch: 
I. 2. 32.. (21 - 1).27n—=2*.1.2.3...n.1.3.5...(22—1), 
und folglich: J 
1.2.3...n.1.3.5...(2n—1)= 


anıın2ne-2nV ın(ı +z,r eic.), 


und wenn man biefe Gleichung durch die Gleichung (3) dividirt, ſo 

ergibt fh: | | 
1.3.5... @0—)=@npenV2 taten 
fo daſſ ber Reihenausdruck des Productes der ungeraden Zahlen die 
Groͤße V 7, welche in dem Ausdrucke des Productes ber geraden und 
ungeraden Zahlen vorkommt, nicht mehr enthaͤlt. 


Wenn man in dieſer Gleichung und in der Gleichung (8) n—1 
feßt, fo ergibt fich daraus: j 


—1 
te —teie, 


2 1152 


VE 145 ta gerele eie. 
Du direche Rechnung ai mans 


m . \ ‚ss. 
” er 2» «4 * * 


‚vs emo. vo yası, —R 


und wenn dieſe Reihen auf ihre drei. erſten Glieder reducirt werden, ſo 
geben fie deſp. 0,05020 und 1,08680, was ſehr wenig von ben ger 
nauen Verthen verſchieden iſt. Dieſe Zahlenbeiſpiele nebſt dem vor⸗ 
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# Berfuhen mmal und F, nmat fittfindet, U nennen; fo haben wir 
G. 14.) Ä | 
_ 1.2.3...4 ma oo 

"2.8..m.1:2.8...nF 7: (5) 


m+n=zu wd p+g9=1 
fein mufl. Wenn nun u, m,n fehr große Zahlen find, fo muff man 
ſich zur Berechnung: des Zahlenwerthes von U der Formel (3) bedienen. 
Nehmen wir an daſſ jede diefer drei Zahlen hinreichend groß ift, um 
die erwähnte Formel auf ihr erfted Glied reduciren zu können, fo has 
ben wir: 


1.2.3...u=wV ara, 
1.2.3...m—m”"V 2m, 
1,2.3..n—n"V an, 

und folglid für ben Naͤherungswerth von U: 


_ fkP\” (u g\* .K 
F (7) | (>) Ve (6) 
Es ift leicht einzuſehen, daſſ das wahrfcheinlichfte zufammengefegte 
Greigniff, oder dad, für welches dieſer Werth von U am größten ift, 
dem alle entipricht, wo fih dad Werhältniff der Zahlen m und n 
dem Verhättniffe der beiden Wahrfcheinlihkeiten p und 7 am meiflen 
nähert. Denn wenn man im Gegentheil m und r ald gegebene Zah- 
len und p und g ald veränderliche Größen betrachtet, deren Summe 
die Einheit ift, .aber welche von Nul bid zu der Einheit ftetig zuneh— 
men innen; fo findet man nad dem gewöhnlichen Verfahren, daſſ 


' ’ m n 
dad Marimum von U, p— 7 und 7 entſpricht. Aber wegen der 


großen Anzahl anderer zuſammengeſetzter, weniger wahrſcheinlicher Er⸗ 
eigniffe,  ald das. in Rede ftehende, ift die Wahrfcheinlichfeit deſſelben 
dennoch fehr gering und nimmt um fo mehr ab, je mehr die als fehr 
groß vorausgefeßte Zahl ss der Verſuche noch fernerweit zunimmt. - 
Ben „B.p=g=% und weine gerabe Zahl iſt, fo entſpricht das 


wehrfiheinlichfte zuſammengeſetzte Ereigniſſ mn =, und feine Wahr- 


Kheistichleit U hat nach der Formel (6) den Werth: 
| Yoifion’s Baahrfcheinlichkeitsr. etc. u 10 








— . 


. U- ® 
⸗ zu’ 


welcher, wie man fieht, im umgekehrten Werhältniffe der Quadra 
wurzel aud der Zahl u abnimmt. Nimmt man u =100, fo hat mar 


- U=0,07979, 1 — U = 0,92021, 


fo daff man etwas mehr, ald 92 gegen 8 wetten Tann, daſſ bei 10 
Verſuchen die beiden gleichwahrfcheinlichen, entgegengefeßten Ereignifie - 
und F nicht biefelbe Anzahl von Malen flattfinden. Wenn man da 
zweite Glied der Formel (3) beibehalten hätte, fo wuͤrde dieſer letzte Au 


1 
drud von U mit 1 — — multiplicirt, wodurch U für u=100 w 
Eu feined Werthes vermindert würde, 


$. 70. Das zufammengefebte Ereigniſſ , fuͤr welches ſich das Ve 
haͤltniſſ der Zahlen m und n dem Verhaͤltniſſe der Brüche p und 
am meiften nähert, ift nicht blos immer das wahrfcheinlichfte, fonder 
die Wahrfcheinlichkeiten der übrigen aufammengefeßten Ereigniffe fangı 


erft dann an, ſchnell abzunehmen, wenn das Verhältniff — um mehr, a 
um eine gewiffe Größe, welche im umgekehrten Verhältniffe von Y 
fteht,, größer oder Heiner, ald das Verhaͤltniſſ pi ift, "wenn die .geg 


bene Anzahl u von Verſuchen als fehr groß angenommen wird.. 
Denn wir wollen 5. B. wieder den Fall von p=9=J4- betran 
ten, und ed ſei & eine gegebene pofitive oder negative Größe, wele 


ihrem abfoluten Werthe nach Heiner, als vu iſt. Wenn wir ink 
Zormel (9: 


m=4u(1 +78), —8 9 
ſetzen, ſo ergibt ſich daraus: 


0-62)" (1- tr 7) VE. 


Wenn nun & ein Bruch oder eine gegen V’ = fehr Meine 8 
ift, fo ergibt fich vermittelft des binomifchen Lehrſatzes, daſſ ſehr weh 
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a: tu _ Pie 


| (3% 77 = (14,5; ) Ur _ 4 . 


iſt G. 8.), und wenn man unter dem Wurzelzeichen 1 flatt u—g? 
‚ nimmt, fo erhält man: 


U= Y 2 u 
ug” 
| fi daR Geſetz ber Abnahme der Wahrfcheinlichfeit U innerhalb einer 
Heinen Ausdehnung zu beiden Seiten ihres Maximums. Gebt man 


8 


‘ 





% 


4200, =; 


‘fo ergibt ſich, daſſ bei 200 Verſuchen die Wahrſcheinlichkeit, daſſ von 
ben beiden entgegengeſetzten, aber gleich wahrſcheinlichen Ereigniſſen Z 
mb F das erfte 10% und das zweite 90 mal flattfindet, fi zu der 
Behrfcheinlichkeit, baſſ jedes 100 mal ſtattfindet, wie e— 4 zu 1 oder 
mgfähr wie 3 zu 4 verhält. 

dDie Sormel (6) ſetzt voraus, daſſ jede der drei Zahlen u, m, n 

' * groß iſt. Venn dieſe Bedingung erfuͤllt wird und das Verhaͤltniſſ 


— wenig von — verſchieden iſt, ſo gibt dieſe Formel fuͤr die Wahr⸗ 


ſheinlichkeit U einen gegen ihr Maximum ſehr kleinen Werth. Aber 
if wohl zu bemerken, daſſ, wenn man eine andere Näherungsmethode 
bte, der immer ſehr neine Werth von U, welchen man erhielte, - 


Ben bie ‚Differenz = ein fehr Kleiner Bruch ift, nicht mit dein 


“3 der Formel (6) abgeleiteten übereinftimmen koͤnnte, fo daſſ dns 
Berhäitmiff des einen diefer Näherungdwerthe zu dem andern fehr von 
ber Einheit verfchieden fein koͤnnte. 

.. Um biefeß zu beweifen, wollen wir bemerken , daſſ nach einer 
dene], weiche fich in einer unferer Abhandlungen über bie beftimmten 


* beſindet ): 
Knie æ cos (m — n)xds= — — 






1.2.3... m.1.2.3.,,n 24 


6‘ 


N 


ii de IA. Palischnigu, 19. cabier, page 490. 
10* 
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if. Man hat alſo fuͤr jeden beliebigen Werth der Zahlen m und n' 


-und ihrer Summe u für den Fal von a=g=4, welchen wir blos zu 
betrachten brauchen, nach der Gleichung (5): 


— | 


Wenn nun u eine fehr.große Zahl ift und in der Naͤherungs⸗ 
rechnung als eine unendlich große Zahl behandelt wird, ſo verſchwindet 
der Factor cos“x von da unter dem Integrationszeichen, ſobald die 
Veraͤnderliche z eine endliche Groͤße hat, und da der andere Factor 
cos ( m — n) x immer einen endlichen Werth hat, ſo folgt, daſſ man 
das Integral nur von 2=o bis z=a, wo @ eine unendlich Heine 


poſi itive Groͤße bezeichnet, zu nehmen braucht, ohne feinen Werth zu 


verändern. Zwiſchen diefen Grenzen hat man: 
.0sz—=1—y}z?, cost zeit, 
und folglich: 
— /* Pa a cos (m — nedz. 


Da nun der Factor oda? für ieben endlichen Werth von = 
verfchwindet, fo kann man auch dieſes neue Integral ohne Veränderung 
feines Werthed über z=« hinaus, und wenn man will, bis z = 
erſtrecken, und da nach einer befannten Formel 


(m—n 2 
Set” cos (m—n)xdz = — —— BET, 
0 


ift, fo folgt: 
mn 
zu 


Seht man nun, wie weiter oben: 


U- 


M—n—g Vo 


fo flimmt der. Werth von U mit dem fich aus der Formel FON ergen 


benden nur dann überein, wenn g gegen Vu eine fehr Heine Zahl 
iſt, und für andere Werthe von 4 iſt das Verhaͤltniſſ dieſer beiden 
Werthe von U betraͤchtlich von der Einheit verſchieden und kann ſogar 
eine fehr große Zahl werden. Nimmt man z. B. g—=1 Vai und 
m—n=yu, ſo gibt die vorhergehende Formel: 


und aus der Formel (6) folgt: 


FAR REED ORBEN) REES ZH 


ober da der zweite Factor dem britten faft gleich ift: 


_IIN-3e2/._8 

u=(5) VE 
Nun flimmen aber'viefe beiden Werthe von U infofern überein, 
daff fie beide fehr Bein find, und folglich zeigen, daff bei einer fehr 
großen Anzahl u von Verſuchen die Wahrfcheinlichkeit U, daff von den 
beiden entgegengefegten und gleich wahrſcheinlichen Ereigniſſen E und 
F das eine & wmal und das andere 1 mal, d. h. dad eine 3 mal 
mehr, ald bad andere ftattfindet, fehr Hein if. Aber wenn man den 
legten Werth von U durch den vorhergehenden dividirt, ſo erhält man 

die Größe: | 





* —— za 


welche mit u beftändig zunimmt und fchon für #100 größer als 
800 if. 


8.71. Wir wollen Die Babrfiheinlichteiten von E und F wieder 
als conflant, aber als unbekannt annehmen. Man weiß nur, dafj in 
einer fehr großen Anzahl u=m-F-n von Verſuchen die Ereigniffe E 

und F reip. zn und n mal flattgefunden haben, und man ſon die Wahr⸗ 
ſcheinlichkeit beſtimmen, daſſ E und F bei einer Anzahl wW" =m'+n' 
kuͤnftiger Verſuche refp. zn’ mal und n’mal ftattfinden werden. Bezeich⸗ 
net man dieſe Wahrſcheinlichkeit mit U’, mit Pi dad Product ber var 
fien natürlichen Zahlen, fo daſſ 


PiSI. 2. 3... 
iſt, und ſert der Kine wegen. 
1.2.3... 


— .“ 
—— —— — ———————— ——— — — 5 
1. 2. 8. „Mm 1. 2, Bun 


PR hat man "6 46.): 
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DV —_ gg, tm F, mm! * P ki J 
FmfnPuzutzı 


Wenn m und rn fehr große Zahlen find und die Formel (8), 
wie weiter oben, auf ihr erfted Glied reducirt wird, fo hat man für 
beliebige Werthe von zn’ und n’: 


‚Pua=nse-nV 2an, 


Die Werthe der übrigen Producte Pays Pur, ele. ergeben Fi 
aus dem von Pr, wenn man nn’, u--1, etc. für r feet und 
alddann ergibt fich: 


U'—H —— (any (ya 
2 u ee 
für den Näherungswerth von U’, worin der Kürze wegen. 


— — Y tt HN _z 
J mn(ute +1) 
geſetzt ift. 


Man kann diefen Ausdruck von U’ auch auf eine andere‘ Form 


bringen; denn da zw eine fehr große ah! in, fo hat man nad ber 
Binomialformel fehr nahe: 


( 4 -)" = (i + —* 
und da uw" —=m’--n’ ift, fo folgt: 


U=HK Du (1 +2)" (a +4)" 
= m + m!\ m! (+% n! 9) 
ut u En) | 


Wenn m’ und n! gegen m und n fehr Heine Zahleh find, ſo 
hat man entweder nach der Binomialformel ($. 8.), ober durch Betrach⸗ 
tung der aogarithmen ebenfalls ſehr nahe: 


—J = ’ ‚(4+2)"=e ’ (+2) "zer 


Ebenſo ift fehr nahe: 


atm)e_(a)r, (be) =()" 
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mb man kann au für den Factor K die. Einheit fegen, wovon er. 
fehr wenig verfchieden iſt. Zolglih hat man: 


m! ‚nNn' 
U'=H\— —), 
| 2" 
und aus der Formel (5) fieht man, daſſ diefer Ausdrud von U’ mit 
dem für die Wahrfcheinlichkeit, dafj die Ereigniffe Z und F beim’ n’ 


Berfuchen refp. mı’mal und n'mal flattfinden, wenn die Wahrfcheinlichkeiten 
p und g von E und F a priori gegeben find und dig gewiſſen Werthe 


m n . e m 
P=7 und g =, haben, ubereinflimmt. In dem befonbern Kalle, 
wo m’ =1 ud n"—=0 if, hat man H=1 um U=- ‚ fo daſſ 


die Wahricheinlichkeit, daſſ ein Ereigniff E, weldes in einer ſehr gro⸗ 
- Ben Anzahl u von Verſuchen m mal ſtattgefunden hat, bei einem neuen 


Verſuche noch einmal ſtattfinden wird, das Verhaͤltniſſ — 7 zum Naͤhe⸗ 


rungswerthe hat, was mit der Regel in $. 49. . übereinffimmt. 

Aber wenn die Zahlen m’ und m’ hinfichtlich ihrer Größe mit der 
von m und n vergleichbar find, fo ift die Wahrſcheinlichkeit U’ nicht 
mehr diefelbe, ald wenn bie Wabricheinlichteiten von E und Fa priori 


gegeben und zuverläffig gleich — — und — — wären. Um biefed an einem 
Beiſpiele zu zeigen, wollen wir mit 3 eine ganze ober gebrochene Zahl 


bezeichnen, welche nicht fehr Fein ift, und: 
m'—mh, n"—nh, wuh, 
feßen; fo ift die Größe X alsdann faſt gleich und wegen 
u /y MfÜn verwandeit ſi * die Formel (7) in: 
m n! 
US, a(7) [O8 
Vergleicht man fie mit der Formel (5), bezeichnet den Werth. diefer 
lektern, wenn man darin: 
_m __® 
| 70 
fegt, mit U, und fest m’ und n' für m und n; fo ergibt fih: 
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1.2.8...c. _y 
1.2.3...0.1.2.3..6 . 5 
u bp die Bezeichnung im vorhergehenden $. bei; fo hat man nach 8: 18: 





Wenn a,b, m,n ſehr große Zahlen find, fo werben bie Werthe 
der ſehs Producte Pa, Po, elc. durch die Formel (3) gegeben, und 
wenn man fie auf ihr erfted Glied reducirt, und bemerkt, daſſ: 


| u=zm-+n, c=za+b 
it; fo ergibt fich daraus für den Näherungswerth von 7°: 
— ——— 


| vaher genau der Einheit gleich iſt, wenn 





m=a, n=b, u=c 


if, md wo man folglich den Factor 7’—=1 feßen muſſ. Die Größe 
drüdt alsddann die Wahrfcheinlichkeit aus, daff bei c Verfuchen die @ 
weißen und die 5 ſchwarzen Kugeln, welche bie Urne A enthielt, bers 
abgezogen werben, welches bie Gewiſſheit ift. 

Wecenn ſich die Zahlen a und n wie a und 5 verhalten, ſo hat 
man auch: 


und wenn man: 
b 
-zp,—-=g' 
ſcht, fo. verwandelt fi der Ausdruck von V in: 


Y 1.2,.8...0 int arg "7 
1. 2. 5. ... .a!.1. 2. 7 


Vergleicht man dieſe letzte Formel mit der Fene (5) und be⸗ 
Fihnet mit die Wahrſcheinlichkeit, daſſ zwei Ereigniſſe, beren Wahr 


Meinlichteiten conſtant und reſp. den Währfcheinlichkeiten — und — 
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ded Zuges einer weißen und des Zuges einer fchwarzen Kugel zu An- 
fang ber Ziehungen gleich find, bei c=a+-b Verſuchen refp. a’ und 
b’ mal ftattfinden; fo bat man: . u 


very, 


woraus erhellet, daſſ die Wahrfcheinlichkeit 7 in dem Verhaͤltniſſe von 
Ve zu Vu größer ift, ald die Wahrfcheinlichkeit 77, wie groß die 
Anzahl ec" der nach den Biehungen in der Urne A noch zurüdbleibenden 
Kugeln auch fein mag, wofern nur die Anzahl u der gezogenen Ku⸗ 
gen fehr groß ift. 

Auch Tann man bemerken, dafl: 


a —=p'(c—u), b’=g'(c — u) 


ik, fo daff fi) die Anzahlen @’ und 5’ der Kugeln, welche von beis 
ven Farben in der Urne A zurüdbleiben, wie die Wahrfcheinlichkeiten 


p' und g' oder wie die Anzahlen 4 und d der urfprünglich in dieſer 


Urne enthaltenen Kugeln von denfelben Farben verhalten. Wenn 5.8. 
p=g'=% und folglich a =b'=%c ift, fo hat man ($. 69.): 
V'= Z, 


PT a 


und wegen !=c—u ergibt ſich: 


Von . 
au(c—») 


Wenn u—=ze if, fo ift: 


woraus folgt, daff, wenn eine Urne A fehr große und gleiche Anzah⸗ B 


len weißer und fchwarzer Kugeln enthält, und die Hälfte der Gefammt: 
zahl heraudgezogen, aber nicht wieder hineingelegt wird, bie Maker 
fcheinlichkeit, eben fo viel weiße, ald fchwarze Kugeln zu ziehen, in dem 
Berhältniffe von v2? zu 1 größer ift, als die Wahrſcheinlichkeit deſſel⸗ 
ben Ereigniffes, wenn die herausgezogene Kugel bei jedem Verfudye 
wieder im die Urne gelegt wird. 

$. 73. Wir kommen nun wieber auf ben Sal zurüd, we hät 
Bahrfcheinlichleiten p und g ber Ereigniffe E und, F conflant. into, 
und wir wollen die Wahrſcheinlichkeit betrachten, daſſ das Creiguiff 2 
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ſt. Da u>n if, fo verfhwinden alle Glieder dieſer Formel mit 
Kusnahme von C, wenn zo if. Bezeihnet man alfo mit @ 
ine beliebige pofitive Größe, welche auch Null fein kann, fo ergibt 
ih: | | | 


ar da a 
—2 —— 77 
/. (14a)"fl (140)® 





n ar—1 n,n—1l ar 2 
Pla PTLATE gar 
nn —1l.n—2..2.1 1 


4 


u—1 .u—2 ud... ‚u—n--1L,u—n (1to)P—® 
Für @&=O rebucirt ſich diefe Gleichung auf: 


— n.n—1.n—2,.2.1. 
o (tat Rn 2a. un 1.u—n’ 
u wenn man bie ‚vorhergehende Gleichung durch dieſe iette dividirt 
und der Kür wegen: 


az 


—— 
ſeht; ſo erhaͤlt man leicht: 


Ja Ada 1 1 & m. ‚m-+1 a | 
[ra rel Mg re wie r 
N 





4 ———— . 


L.2. 8...A (10 
Venn man nun: | 


«=. 
p 


Kt, und bemert, daſſ 40* 1 ift, fo ſtimmt der zweite Theil 
dieſer letzten Gleichung mit der Formel (9) überein, und für dieſen 
von & bat man folglich: 





P= (10) 
| J. rTdæ 
Zur n=0 und iſt P die Wahrſcheinlichkeit, daſſ das 


Ereigniſſ F wenigftend mal, d. h. bei allen Verſuchen, ſtattfindet. 
Folglich muſſ Fzpr fein, und in der That hat man. für a0: 


S: Xdı= 04 — . 
folglich: S. Xde=—- und P=p. 
Sir n=u—1 un m—1 ift P die Wahrfcheinlichkeit, daſſ E 


wenigftend einmal oder F’ nicht "bei allen Verſuchen Ratefinet, 
Es muſſ alſor 


P=1-— gu 
fein, was ſich ebenfalls nachweiſen laͤſſt. Zu dem Zwecke wollen wir: 
—ı, ds 1 
x — dı= — y2 ‚, & rs 


fegen, fo folgt fr az=u—1: 


1 
* Ada Sr .[ Sal 
N Xu, Eher » 


und wegen. 








1 _ P 1 
—— 7T 7067 
faͤllt die dormel (10) mit dem vorhergehenden Werthe von P zufans 
men. 
8. 75. Wir wollen bie Methode in & 67. zuerſt auf das Inte⸗ 
gral S. Xdx anwenden. Wenn man, wie in biefem 6. mit J— 


den Werth von x bezeichnet, welcher dem Maximum von X atſpria⸗ 


J 


| 


! . 
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| and mit HM den zugehörigen Werth von X; fo iſt die zur Beſtim⸗ 


. . di 
. mung von Ä dienende Gleichung 20 folgende: 


nA+h— (u+l)h=0,. 


woraus fih ergibt: 


h=-—-, y-" mt” 
mr rn 
Wenn man in den Gleichungen (2): “ 
an 
are 


und nad Verrichteten Differenzirungen in Beziehung auf A für diefe 
Größe ihren vorhergehenden Werth fett, fo ergibt fi: 


— 2Vn 
mn! 
— 3(m-tı)? ’ 
elc. 


und wenn m,n, 1 ſehr große Zahlen von berfelben Größenordnung 

find; fo ift leicht einzufehen, daſſ diefe Werthe der Größen 5°, A", 

h’", etc. eine fehr ſchnell abnehmende Reihe bilden, deren erfted Gtied 

h', ziveites A’, drittes A,... reſp von berfelben Kleinheitsord⸗ 
1 


- 1. 
nung , als ber Bruch VRR Var iſt. 
u 


Demnad haben wir für. ben Reihenausdruc des Werthes des ge⸗ 
gebenen Integrales: 


S, Xdıx —-—HVax RRIPERER hr ae) (11) 


8.76. Der Ausdruck des andern in der Formel (10) vorkom⸗ 
menden Integrales x dz ift verfhieben , je nachdem «>h, oder 
a<hif, wo h iwieber den Werth von — bezeichnet, welcher dem 


Maximum von X entfpriht. Denn die bei der Transformation in 


$. 67. mit 2 bezeichnete Veraͤnderliche muſſ fuͤr ale größern Werthe 
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von v, ale A poſi tiv und für alle Heinen Werthe von x, als 4 
negativ fein. Wenn man nun die Werthe von 2 und X, welche . 
2—=& entfprechen, mit 9 und A bezeichnet , fo hat man: 


‚A=He», 
— 

Wegen und mit Berüuͤckſi ichtigung des vorhergehenden | 
Werthes von H ergibt fich: 
-n „ prechnpeuchnpen i 
=| n mi ' | 

woraus O=—tK folgt, wenn man ber Kürze wegen: ie 

| m--1' 





2— I — - I " 
N — 
ſetzt. Wenn man k alö eine pofiine Groͤße betrachtet, ſo ya man 
| folglich 0 = —k nehmen, wenn I-h iſt, und 6 —kx, wenn I< h 


ift. Nach der Transformation in dem angeführten $. haben wir folgs | 
Vich im erſten Sale: 


S: ver ee" da“ * u | 


und im zweiten:, ' Ä 


«0 —2 da! “ | 
Xdı=y —t? | 


aD ‘ —k da! 
=H/ e Td—H[ er di, 
F | — di — dt 


wenn wir, wie in iin 67: 


dE_yrakutahen + etc. 


fegen. Ueberdies n 
[+ ⁊ iti d=— Fa a di, 


2% et, — —t rlgı .. 
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we 5 eine. ganze poſitive Zahl iſt, die auch Null fein kann. Wenn: 
man alfo allgemein: . 


2 0 
S: Peidi=ku, [, ep di—Ky, 
| © da! | 
fegt, und bemerkt, daſſ H / „‘ ⸗ =, 4 der Ausdrud von 
Xd: if, fo erhält man für >h: 
| /. | 


S, Xdz=HK,+3W"K,+5h’R,-tete) ( 13) | 
+ H(ah' K, +4h'” K\ +6’! K,-+ etc) \ 


und für „<h: 


S* Kdr= * Ks HOWK +ah"K.h —EDE 
E (ahK, tal” K, +6h’'K,-tete.). 


Jede ber in diefen Formeln vorkommenden Reihen hat im Allge: 
meinen bdenfelben Grab von Convergenz, ald die Weihe a1). Die 
Werthe der mit K, bezeichneten Integrale laffen fih nur naͤherungs⸗ 
"weife erhalten, wenn A von O verſchieden if. Die mit K, bezeichnes 

- ten Integrale dagegen lafen fi N ch immer unter endlicher Form aus⸗ 
brüden , und man hat: 


K;=} er” (kri-Li, k2i—2 +i, kein. 
+2.7—1.,..2K2+7.7—1...2.1). 
Wenn ah if, ſo muͤſſen die Formeln (13) und (14) übers 
einftimmen. Denn ed ift-zu geiche Zeit: 
I—__'_, —_m+1 
» m+tı’? = P= „+1 
welches den aus ber Gleichung (12) gezogenen Werth von k auf Null 
reducirt. Hieraus folgt: 


14) 


Vi 


Km Kı=i, 3.5...2:7—1. * 
2 1 





K'- =4, K=1.2.3.. Ä 
‚Yellow Behrfäeintigteir ie | | ‚1 
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und nad der Gleichung am reduciren fich Die Formeln, (18) und 
. (14) beide auf: 


HV x 1. 1.8.5,r , ., 

Se rue Glan ER 446) 
+Hch"+1.2.h”+1.2.3.h’’+ede.). 

$. 77. Wir wollen nun die Zahlen m, rn, u fo groß annehmen, 


daff man. in diefen verfchiedenen Formeln die Glieder mit 4”, Ar, 


etc. unberudfichtigt laffen kann. Nach den weiter oben angegebenen 


Werthen von A’, R" ift: 
ir +i149VE_ 
N g 3V 3 (m- (mw --1) -1) (a1) 1), 


und vermöge der Gleichung (10) und der Formeln (11), (13), (14) 





haben wir: 
——— era mV z, ee, Ä 
V = sV rum (18) 
— et di («„+n)V 2 ee 
F=1 fe ——— 


wo der erſte, oder der zweite dieſer Werthe von P ſtattfindet, jenach⸗ 
m I — nz nn 
dem > oder — <h und indem k eine durch die Gleichung 


p 
(12) gegebene pofitive Größe ift. In den legten Gliebern diefer For⸗ 
meln ift der Einfachheit wegen u und m flatt u-F1 nd m-+1 ges 


fegt und fie geben die zu beflimmende Wapefcheinlichkeit P nit due 


- hinreichenden Genauigfeit. 
Wenn u eine gerade Zahl iſt und man m=n=} u, fowie 
7>p ſetzt, fo hat man: 
ug ' 
=, >, 
etz p 


Man muff folglich die erſte der Gleichungen (16) amoenben, und dieſe 


und die Gleihung (12) verwandeln fich refp. in:., 


_1ı g[” ,-e E | 

P=7=./, e di+ Var ‚ 
k2 ek Ioe R „+2, u42 
2° TE 2 — 





| is | 
und P drädt die Wahrfcheinlichleit aus, daſſ in einer fehr großen g ges 
raden Anzahl von Verfuchen dad wahrfcheinlichfte Ereigniff 7’ dennod; 
ı nicht Öfterer ſtattfindet, ald das entgegengefeute Greigniff Z—Menn 
man die Wahrfcheinlichkeit, daſſ fie beide Diefelbe Anzahl von Malen 

I flettfinden, mit U bezeichnet, fo iſt P— U die Wahrſcheinlichkeit, 
daſſ Z’ nicht fo oft, ald E ftattfindet. In dem Falle, wo p= 9=4 
iſt, drüdt. P— U offenbar auch die Wahrfcheinlichkeit aus, daſſ E 
nicht fo oft flattfindet, ald F. Wenn man alfo dad Doppelte von 
P— U zu der Bahrfcheinlichleit U addirt, fo erhält man die Ge- 
wiſſheit, oder mit andern Worten, es it 2P— U=1, woraus folgt: 
2V 2 J ⸗ 

U= — Pd —-ı , 
72 — 


was ſich in der That auch leicht nachweifen laͤſſt. 
Durd) Verwandlung in’ Reihen erhält man: 





1 
nl; = _ log (1 +,)= —1-+ 2, de 
urDlg = — wr2)log(1- -—; 


PH 
— Ic 
erg rel 
and folglich: 
1 


x5 5*2⸗ etc. 


Behalten wir af blos die Glieder von berfelben KeinheitSorbnung, 
als der Bruch DZ bei, fo haben wir: 


"Zu gleicher Zeit ifl: | 
eh [ed - © n=1V —, 
Ak di = fu © Si i=1V x 7 
und isn redueirt fich ber vorhergehende Werth von U auf: 


\ U=— 
| u | 11* 


1 


weicher Werth wirklich. mit dem für m=n und p=g auß der Bon: 
mel (6) abgeleiteten übereinftimmt. 


Wenn u eine ungerade Zahl iſt, m—l(u — 1)" und wieber 
y>p gelekt wird, ſo bat man auch >, und die erfle der For⸗ 
meln (15) und bie Gleichung (12) verwandeln fich refp. in: 


1 IA 2 | 7 x2 
79 Re a Te 
—1ı „—1 ‚#43 „+3 _ 
= — —-/o 
et Teer a ren) 
und P ift die Wahrfcheinlichkeit, dafl in einer fehr großen Anzahl is - 
von Verſuchen dad wahrfcheinlichfte Ereigniff dennoch nicht fo oft flatts . 
findet, als dad entgegengefeßte, Denn da m eine: ungerade Zahl iſt, 
fo Eönnen die Ereigniffe Z und F nicht gleich viel Male ftattfinden. 
Fuͤr p=g=H muff dieſe Wahrſcheinlichkeit P=3 fen, was wir 
auch fogleich nachweifen wollen. . | 


Es ift: 


(u — 1) log" mu Dis (14) 


=-24,—- ete., 


ut8 


(u-+3) log Fr — 


=- Wr (1 -- Ber 
224 patete 
und folglich: 
1 


R=——+— 


vu—1 * 3 
und wenn man, wie weiter oben, dad Glied von ber KleinpeitBorbnung 
des Bruches — — vernachlaͤſſigt; fo ergibt ſich: 


Vi, e*"=ı JS et 21=y) T— 2, 


wodurch ber vorhergehende Werth von P uf: reducirt wird. 


—tetc., 


% 
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8. 78. Wir wollen nun annehmen, daſſ die Zahl m von bem 
Producte u--1)y um eine pofitive ober negative, aber gegen dieſes 
Product fehr Fleine Größe g verſchieden fei, fo ift wegen PrI=1 
und m--n=u zu gleicher Zeit: 


n=(u+1)9g—g, m-1=u+VDp+e. 
Der correfpondirende Werth von A ift: ü | 
_ 
(“1)p-+e’ 
und folglich Meiner, als -7-, wenn man o zuerft als cine pofitive Größe 
. betrachtet. Entwidelt man den zweiten Theil der Gleichung (12) nad) 
den Potenzen von _, fo findet man: 


k2 — 





q)e 
Fark Heat tee), 


. und wenn man, indem 7 eine pofitive Größe ift: 


—=rV 2 (u +1)pg 
fest, fo ergibt fi: 
k=zrlı B— Dr —— tele. 
| 1 trr — 
Wenn man den Fall ausnimmt, wo einer der beiden Brüche p 
: und ſehr Bein ift, fo ift die zwifchen den Parenthefen ftehende Reihe 
_ r 0 
1 . — — oder — 
| fehr convergent,. weil fie nach den Potenzen von Va ober — 1 
fortſchreitet. Behaͤlt man blos die beiden erften Glieder bei und ſetzt 
der Kürze wegen: | 
_ 9) r? -6 
0,0 BV BF 
fo hat mn k=r +2. 
Zu gleicher Zeit hat man: 
n=(u+1)g—rV 2(u+1)pg. 
Aber in dem zweiten Gliede der erflen der Formeln (15) braucht man 


nur k=r und refp. pu, gu ftatt m, n zu ſetzen, und fie verwandelt 
ſich alsdann in: oo 
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_  [” ze uratDVE, 22 
Vi: rd 3V zupg ’ 
Betrachten wir num E ald eine negative Größe, in welchem 


Sale AJ> * iſt. Wenn 7’ eine poſitive Groͤße bezeichnet und 


—r V 2(u+ Vpoꝙ für den Werth von 9 genommen wird, fo if! 
der Werth von.n: 


a= uhghr Rap; 
da aber. der aus der Sleihung (12) gezogene Werth von, k immer 





pofi itio fein muff, fo it A=r’— 06’, wenn man der Kürze wegen 
(p — — — ö' 
sV 2. Dpg 


ſetzt, und die zweite ber Formeln (15), welche man anwenden muſſ 
verwandelt fich in: 


a AHV? ri 
Pi f” rar Ca, 
V — + SV zupg 
Wenn man dieſen von dem vorhergehenden Werthe von P abe 
zieht und den Unterfehieb RR nennt, fo Di maır: 


© 
“= fee — De “a 


16 
a+9V?z (er? — et), (10) 
Vera 


und nad) der Bedeutung diefer beiden Wahrfcheinlichteiten P iſt Leicht 
einzufehen, dafi ZI die Wahrfcheinlichkeit ift, daſſ dad Ereigniſſ Fin. 
einer fehr großen Anzahl u von Verſuchen eine Anzahl von Malen 
ftattfindet, welche den zweiten Werth von rn nicht und He erfien we 
nigftend um eine Einheit überfchreitet gan fü mine Yo 

$. 79. Zur Vereinfachung diefe 5 Refultates fei N die größte in 
iuq enthaltene ganze Zahl, f ver Ucberfhuf von wg über N uw : 
durh w wollen wir eine Größe von ſolcher Beichaffenheit bezeichnen, 


daff uV ? ut1)pg eine gegen N fehr Eleine ganze Zahl ift, und dann. 
at/—V 2uFtDpgq=-uV 2atnpe—1,. 
at/+r V2aFNpg=uV 2WtN)pg 














167 


ſetzen. Die Grenzen der Werthe von n, auf welche ih die Wahr: 
ſcheinlichkeit Z& bezieht, werben: 


n=N—uV %(u+ (u+1)pg—1, 
n=N-+uV 2u+1)pg, 


und folglich drüdt die Formel (16) alddann die Wahrfcheinlichkeit aus, 
daff 73 diefe erſte Grenze wenigftend um. eine Einheit, aber die zweite 
nicht überfchreitet, d. h. die Wahrſcheinlichkeit, daſſ dieſe Zahl zwiſchen 
den Grenzen: 


NzuV 


liegt, welche gleichweit von N entfernt find, und worin 1 flatt +1 

gefegt ift, oder einer derfelben gleich ifl. J 
Nach den eben angeſetzten Gleichungen und den Ausdrüden von 6 

und 0’ hat man: 


1 / 
—— — — , '-!'=zu-— ’ 
r+ rer Zn r u-—e 


| 1 
wo 8 eine Größe von ber Kleinheitsordnung des Bruches 7 iſt. 
p 


Bezeichnet man nun mit # irgend eine Größe biefer Ordnung, deren 
Duadrat vernachläffigt wird, fo hat man: 


. JS. Raı= Pa dti— ve” 
u· w u 


Wenn man alfo dieſe Gleichung auf die beiden in der Formel 
(16) vortommenden Integrale anwendet und in den unter dem Inte 
grationdzeichen Sftehenden, bereits durch V woividirten Gliedern r'zr 
ſetzt; fo ergibt ſich: 

2 


R- [lo "dr Ze ‚, an 





wo in dem letzten Gliede ebenfalls su flatt ut 1 gefebt if. 
Wenn das Intervall der Werthe der Zahl rn, deren Wahrfchein- 
lichkeit ZU ift, feine untere Grenze nicht mit in ſich begreifen ſollte, fo 
hätte man ben Heinften der beiden vorhergehenden Werthe von a um eine 
inhei ’ rh das legte Glied — — 
Einheit vermehren müffen, wodu ch tz —— 
des Werthes von r+5 und folglich das letzte Glied der Formel (17) 
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verſchwunden wäre Deögleihen, wenn dieſes Intervall ſeine obere 
Grenze nicht mit in ſich begreifen ſollte, ſo haͤtte man den groͤßten 
der beiden Werthe von rn um eine Einheit vermindern muͤſſen, wos 


durch ber Werth von r "u 





m —— vermindert und das 
" 
letzte Glied der Formel (17) wieder verſchwunden waͤre. Endlich muͤſſte 
man das Zeichen dieſes Gliedes veraͤndern, wenn das betrachtete In⸗ 


tervall der Werthe von 7> weder die eine, noch die andere ſeiner beiden 
Grenzen enthalten follte Hieraus folgt, daſſ das Iekte Glied der 


Formel (17) die Wahrfcheinichkeit fein muſſ, daſſ genau: 
n=N-+tuV 2ü pg 


ift, wo z eine pofitive oder negative Größe von folher Beſchaffenheit 


ift, daſſ das zweite Glied von 7 gegen daß erfte fehr Hein ift, was 


auch aus der Formel (6) folgt. Denn wenn man bie Größen von der ' 


. 1 . 
Kleinheitsorbnung ded Bruches — = vernahläfligt, fo hat man: 


gta F Pa ya 


woraus est 
108 (1) (e)” =—nlog (14 2 
| | — miog 03 
oder, was baffelbe ift: 


INNE RER HEN 
777 — 
I Be — we]: | 


Entwidelt man nun diefe Logarithmen und laͤſſt wieder die Ste 
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verſchwunden wäre Deögleichen, wenn dieſes Intervall ſeine obere 
Grenze nicht mit in ſich begreifen ſollte, ſo haͤtte man den groͤßten 
der beiden Werthe von 2 um eine Einheit vermindern muͤſſen, wos 


1 
durch der Werth von r’— 6" um -—— 
V2z@-Hn)pg 


legte Glied der Formel (17) wieder verfchwunden wäre. Endlich müffte 
man das Zeichen diefed Gliedes berändern, wenn das betrachtete Ins 
tervall der Werthe von 7 weder die eine, noch die andere feiner beiden ' 
Grenzen enthalten folte Hieraus folgt, daſſ das letzte Glied der 
Formel (17) die Wahrfcheinichkeit fein muſſ, daſſ genau: 


n=N-+uV 2upg 


ift, wo z eine pofitive oder negative Größe von ſolcher Beſchaffenbeit 
ift, daſſ das zweite Glied von n gegen daß erſte fehr Fein iſt, was 
au aus ber Formel (6) folgt. Denn wenn man bie Größen von der 


1 
Aleinheitbordnung des Bruches —- 7 vernachlaͤſſ igt, fo hat man: 


224, m ya 
= u „= — u\/ —— 
*94 ya — F 


woraus ee 


or “y — — 148 ef) 


me (a, VE) 
oder, was daſſelbe iſt: 


oe (2) CH" = VE) 
uplog(1-%y ®t) u 
| —uV 2upg [os (1+:y ®e?) 
. —bg(1—,Y er) on 


Entwidelt man nun biefe Logarithmen und laͤſſt wieber die Glie | 


vermindert und dab 
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| 1 
der von der Kleinheitordnung von 7 hinweg, fo findet man — u? 
"für den Werth ded zweiten Theiles diefer Gleichung, und feigich hat 


man: 
Ey = 
und da man nach d den vorhergehenden Gleichungen auch: 


mn 
er Zzupg 
hat; fo verwandelt ſich die Formel (6) in: 





was bewiefen werben follte. 


Da ber erfte Werth von P im vorhergehenden $. die Wahrſchein⸗ 
lichkeit iſt, daſſ die Zahl 7 die Grenze ug—rV 2upg Kpg, worin wir 
p. ftatt w-H1 geſetzt haben, nicht überfchreitet, fo folgt, daſſ, wenn 
man in dem Werthe von U, u=r fekt, und benfelben dann von dem 
Werthe von P abzieht, die Differenz; P—U die Wahrfcheinlichkeit it, 
daſſ die Zahl 7 dieſe Grenze nicht erreicht. Deögleichen, wenn man 
in dem Werthe von U, u=r’ ſetzt, und benfelben dann von dem 
zweiten Werthe von P im vorhergehenden $. abzieht; fo ift die Dif- 
ferenz P—U die Wahrſcheinlichkeit, daſſ bie Zahl 7 die Grenze 
 ug-+r Vzupg pg nicht erreiht. Bezeichnet man dieſe Differenzen 
. ‚mit ‘2 und Q, fo findet man: Ä 


Fa di IP 
140" ta 


ot? 77p —r'? 

— Br KL VzrTTTE 
Man muſſ fi erinnern, daff in diefen Formeln die Größen r und 
z’ pofitiv und gegen V u ſehr Hein find, fo daſſ die Grenzen von n, 
worauf fih diefe Wahrfcheinlichkeiten O und Q’ beziehen, fehr wenig von . 
dem Producte ug verfchieden find, und zwar Die eine etwas größer 
und bie. andere. etwa Heiner. Auch find die Werthe der Größen 6 
ö', welche fie enthalten, gegen r und r’ fehr Fein, und wenn man . 
Darin u ſtatt u+1 ſett, ſo erhaͤlt man: 





0=—- 
v (18) 





ww. 
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jede der vorhergehenden Grenzen eine conſtante und gegebene Größe Z, 
d. h. wenn man u in demſelben Berhältniffe, als Vu wachfen laͤſſt; 
fo nähert fich der Werth von IR ohne Ende der Einheit, fo daſſ man 
Ye Anzahl 1 der Verfuche immer hinreichend vergrößern kann, damit 
die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die Differenz —p zwifchen bie gegebe: j 
nm Grenzen + / fällt, beliebig wenig von der Gewiffheit verfchieden 


iſt Hierin. befteht der im $. 40. ausgefprochene Lehrfag von Jacob. 
Bernoulli. 


$ 81. Sn der vorhergehenden Rechnung haben wir den Fall aus» 
geihloffen, wo die eine der. beiden Wahrfcheinlichkeiten p und y fehr Hein 
it (6. 78.), und wir. müfjen daher diefen Fall befonderd betrachten: 
Bir wollen annchmen, daſſ 7 ein fehr Kleiner Bruch fei, oder 
| daſſ das Ereigniſſ F eine ſehr geringe Wahrſcheinlichkeit habe, IL ift 


bei einer fehr großen Anzahl u von Berfuchen das Berhättnil — — der 


Anzahl n der Faͤlle, worin das Ereigniſſ F. ftattfindet, zu ber Ge: 
ſammtzahl 1 der Verſuche ebenfalls ein ſehr kleiner Bruch. Setzt man 
in der Formel (9), u—n für m, 


gu=a,g=, 


und vernachläffige ı dann den Bruch — fo verwandelt fich die in biefer 
dormel zwifchen den Klammern febende Größe in: | 


Hr Hr ——— 


1.2.3 1.2.8. 
und zu gleicher Zeit hat man: 


9-1. —lhı _.YVli_.2Y” 
| p=1-—., pr=(1 365; 5) j 
Für den erften Factor diefed Werthed von pr kann man die Er- 


donentialgröße e-®.fegen und den zweiten auf die Einheit rebuciren. 
dolglich haben wir nach der Gteichung (9) fehr nahe: 


P=(1+0+, tzt Has) u 


a" die Wahrfcheinlichkeit, daſſ ein Creignifl , deſſen Wahrſcheinlichkeit 
bei jedem Verſuche der ſehr kleine Bruch — Ai, nicht mehr, als n mal 
in einer ſehr großen Anzahl 1 von Berußen flattfinbet. 


172 


Für n=o reducirt ſich diefer Werth von P auf e®., Folglich 
druͤckt eo die Wahrfcheinlichkeit aus, daſſ das in Rede flehende Er 
“ eigniff bei zu Verſuchen nicht ein einziges Mal ftattfindet, und mithin 
At 1—eT® die Wahrfcheinlichkeit, daſſ es wenigſtens einmal ſtatt⸗ 
findet, was mit dem in $. 8. Gefagten übereinftimmt. Sobald rn 
nicht mehr eine fehr Feine Zahl ift, ift der Werth von P fehr wenig 
von der Einheit verfchieden, mad erhellet, wenn man bemerkt, daſſ der 
vorhergehende Ausdruck von P auf die Form: 


p orti.—® . 
la Has Foren a re) 


gebracht werden Tann. Wenn man z. B. @o=1 und n—=r@ ſetzt, 
fo beträgt die Differenz; 1 — P ungefähr ein Hundertmilliontel, fo daff 
ed faft gewiſſ ift, daſſ ein Ereigniff, deſſen fehr kleine Wahrſcheinlich⸗ 
Zeit bei jedem Verſuche 1 ift, in den u Verſuchen nicht mehr, als 
10 mal ftattfindet. — 
882. Das in der Formel (17) vorkommende Integral wird im 
Allgemeinen nach der Methode der Quadraturen berechnet. Am, Ende 
der Analyse. des refractions astronomiques von Kramp findet. 
man eine Zafel feiner Werthe, welche fih von u=0 bi v=8 er 
ſtreckt und wornach man: 


ao 2- 
f. € dt—0,00001957729.... 
JA U 


5 . 
für u=3. hat. Vermittelſt der partiellen Integration findet man: 


2 — u? 
® —t? _e 1 1.8. 5 1). 
⸗ di 2u (1-4 t3u— 23us re 


u 

Für u>3 ift die zwifchen den Klammern ftehende Reihe hinrei⸗ 
chend convergent, wenigſtens in ihren erſten Gliedern, und dieſe For⸗ 
mel kann zur Berechnung der Werthe des Integrales dienen: Auch 
hat man: 


— 
M. —— — et dı, 
u 


‚und wenn man bie Grponentialgröße et nach den Potenzen von- 23 
entwidelt, fo erhält mar bie Reihe: 


JS Fi di=u— he, 


1. . 5 1.2.8.7 
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Ä 


* welche für kleinere Werthe von z, als die Einheit fehr convergent . 


s ift. j | 

Wenn man ben. Werth von w berechnen will, für welchen AH 
ift, fo bedient man ſich biefer letztern Reihe, und nad) der Gleichung 
(a ” bat man: 


| Br 
* us u? en" 
1.3 1. 2. 5 1.2.8.7 * 2upg. 


Bezeichnen wir mit a den Werth von zz, welcder dieſer Gleichung, ab: . 
gefehen von dem zweiten Gliede ihres zweiten Theiles, Genüge leiſtet, 


fo haben wir bis auf Groͤßen von der Kleinheitsordnung des Bruches Bud . 

genau: | | n 
1. 

2V Zupg 

Nach einigen Verſuchen findet man den Näherungswerth von a=0,4765, 

woraus folgt, daſſ es eben fo wahrſcheinlich Ift, daſſ die Differenz pr —D 

zwifchen die Grenzen: 


* R 1709. — 


uUzd— 


fäut, ⸗ als nicht. 
Fuͤr einen beliebigen Werth vom ı u iſt R vie Wahrſcheinlichkeit, 


aff die Differenz der beiden Größen — — — p, — q das Doppelte 


° U U 2 


von EnT/ * zur Grenze hat. Wenn alſo p=9=4 ift, fo iſt 
die Wahrfcheinlichkeit, daſſ die Groͤße — zwiſchen den Grenzen: 


4 (7 — — 

läegt, =4 Wenn alſo die Geige E und F diefelbe Wahrfchein- 
lichkeit haben, fo ift es gleich wahrfcheinlich, dafl die Differen; m— rn 
zwifchen den Zahlen, welche ausbrüden, wie vielmal jedes Ereigniſſ 
ſtattfindet, ihrem abſoluten Werthe nach größer ober kleiner iſt, als 
0,0739V u —1. 
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für die Vahrſcheinlichkeit, daſſ die : Vehrccheinlichkeit pvnE; zwiſchen | 
den Grenzen: 


m n 2mn 


liegt. | | 
Wenn m, n, u fehr große Zahlen find, fo Tann man fi im: 
Algemeinen zur Berechnung der Wahrſcheinlichkeit eines zukünftigen, 


and E und F zufammengefegten Greigniffes der Näherungswerthe au 
| u 


und m von > und g bedienen, und z. B. die Wahrſcheinlichkeit be⸗ 


ſinmen, daſſ die Ereigniſſe E und F bei W"=m’--n' neuen Ver⸗ 
ſuchen reſp. m’mal und n’mal ſtattfinden, wofern u’ gegen 1 ſehr 
Hein if, und wenn u’ eine fehr große Zahl ift, fo kann man bie 


. \ m n e . 
dormel (17), anwenden, wenn man 2°, 77 für u, p, g in dieſe 


Sormel und in ‚die. Grenzen, worauf fie fich bezieht, fest. Alsdann 
ht man: | 


2 —2 2 2 
ee e' di+ Van (20) 


den —8 


liegt, worin * fuͤr die groͤßte in dieſem Verhaͤltniſſe enthaltene ganze 


4 
Zahl geſetzt iſt. Wie ſehr genaͤhert dieſe Werthe 7 und T von p und 


9 auch fein mögen, fo kann man, wie wir im Vorhergehenden ($. 71.) 
geſehen haben, von benfelben doch Feinen Gebrauch mehr machen, wenn 
Die Zahl u der kuͤnftigen Verſuche hinſichtlich ihrer Größe mit ver 
Zahl u vergleichbar ift, weil diefe Näherungswerthe nur mwahrfcheinlich 
und nicht gewiſſ find. Aus diefem Grunde wollen wir die aus ber 
Beobachtung abgeleiteten Wahrfcheinlichleiten p und g der Ereigniffe 

und 7’, welche wir dann auf die Beltimmung der Wahrſcheinlich⸗ 
keit fünftiger Ereigniffe anwandten, noch auf eine andere Art ber 
frahten. F 
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at man r+dr' für r', fo erhaͤlt man folglich Q’+- dr für 
eVahrſcheinlichkeit, daſſ der Werth von Q geöfer iſt, als 2. x 





an: _ —. a. Folglich ift = dr' die Babe, | 


N g.größer iſt, als die zweite Seen. aber nicht groͤßer, als die 
te, oder daſſ man genau: 


n r! (imn 
— 71 7 7 


1. u mV u 





t, wo r’ ebenfalld eine gegen Vu ſehr Eleine pofitive Größe iſt. 
we nach den bekannten. Regeln des Differenzirens unter dem Inte⸗ 


aheichen / und wenn 7 und — für p und g in die letzten Glie⸗ 
t der Sormeln (18) gefegt werben, hat man: 


| 30 _ Zu 14 “)e —(rt3)” am er, | ⸗ 


Znumn 





aQ'_ d, )⸗ (rg)? , 2r—m)r' _ 22 
—(1— — Ge, 
dr! ** = ( T, 2rumn 

Bermöge der Werthe von d und 6’ und berfelben Subſtitutionen 
auch: 

d.ö_ amomr d,ö' 2Z(m—n)r‘ 
dr V dr' 3V zumn | 

Bleibt man ferner, wie im Vorhergehenden, bei den Gliedern 

n der Kleinheitsorbnung bed Bruches 7: fiehen und vernachläffigt 


gli diejenigen, worin u ald Divifor vorkommt, fo hat man: 


ao? _ _f, mon] 

e —=(1—2rö)e =|1 ‚ 
= =| sl va 

2(m —n) —— 2 

2 Zumn ⸗ 

M ans dieſen verſchiedenen Werthen ergibt ſich: 

Polffen’s Wahrſcheinlichkeitsr. zc. ü 12 


en =u+ar8)e” -lı 
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dQ 1 sr? 2(m—n)r® _,2 _ 
— u _— — ⸗ 
V: 3V Arumn 
= 1 _„2, 2(m— nr? _„u2 


—T,-e ——⸗ ⸗ 
V: 3V 2zumn 


Da nun diefe beiden Ausdruͤcke diefelbe Form haben, und fich ge 
genfeitig in. einander verwandeln, wenn man r in —r’ verwanbedt, 
fo folgt, daſſ, wenn man mit v eine pofitive oder negative, aber ges 
gen Vu u fehr Heine Valndenige bezeichnet und: 


_n?  2(m-—-n)v3 








= I. — —e* 21 
V: 3V 2zumn (21) 


ſett, V dv die Wahrſcheinlichkeit des Werthes: 





2mn 





n v 


fi 
iſt, und wegen P=1—g, m n iſt dieſe unendlich kleine Wahrs 
fcheinlichkeit zugleich die dc8 Werthes: 


p=" v amn 
u [2 


A # 


Diefe Größe 7 nimmt, wie wir fehen, fehr fchnell ab, je mehr 
v zunimmt, und che biefe Ichte Beränderliche einen mit V u vergleiche 


baren Werth befommen hat, kann der Werth von / wegen des Fars 


tord e”? außerorbentlih Hein werden. Wenn. man auf diefelbe Weiſe 
m 
vermittelft diefer Weränderlichen die von 7 und m ſehr verſchiedenen 


Werthe von p und 4 ausdruͤckt und mit Ydo ihre Wahrſcheinlich⸗ 
keit bezeichnet; jo ift 7° eine von 7” verfchiedene Function. von 9, 
deren Zahlenmwerthe nod) weit Fleiner find, als die von 7, welche ber 
Grenze entfprechen, bis zu welcher die Formel (21) erfiredt werden 
kann. Man kann alfo diefe Werthe von 7” ald ganz unmerklich Hein 


betrachten, und wir brauchen daher den Ausdruck biefer Größe v' o8 


Function von 9 nicht zur fuchen. 
Nun fei E’ ein aus E und F zufammengefeßtes zukuͤnftiges Ereigniff. 
Die Wahrfcheinlichkeit von E’, welche flattfände, wenn bie. Wahr 


fcheinlichfeiten von F und F beftimmte Werthe hätten, wollen wir mit _ 


IT bezeichnen, fo dal, IT eine gegebene Function von.p und g ifl, and 


mit IZ’ wollen. wir die wirfliche Wahrſcheinlichkeit von Zi’ bezeichnen 


⸗ 
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indem die Wahrſcheinlichkeiten der beliebigen Werthe von p und g, 
welche in 27 fubftituirt werben, in Betracht gezogen werden. Multipli- 
cirt man -IZ durch diefe unendlich Heine Wahrfcheinlicheit von p und g 
und integrirt dann dad Product von y=o und g=1 bis y=1 und 
g=o, fo erhält man den Ausdruck für IT. Aber nad dem eben 
Sefagten kann man den Theil dieſes Integraled vernachläffigen, wel: 


cher fich auf die beträchtlich von Fr und 7 verſchiedenen Werthe von 


p und g bezieht. Wenn man alfo in IT die vorhergehenden MWerthe 
von p und g ſetzt, fo hat man bloß: 


mw= / uva», (22) 


indem man bad Antegral auf die gegen V ſehr Heinen pofitiven 
oder negativen Werthe von o erfiredt. 


Diefes Refultat flimmt mit dem überein, welches im weiten g§. 
unferer Abhandlung über dad Verhaͤltniſſ der männlichen und weiblichen - 
Geburten auf eine dDirectere Weife erhalten ift. 

$. 85. Um ein Anwendungsdbeifpiel der Formeln (21) und (22) 
zu geben, wollen wir annehmen, ZT’ fei die Wahrfcheinlichkeit, daſſ 


die Ereigniffe E und F in einer fehr großen Anzahl w'—= ın’ -+n’ 


m 


neuer Verſuche reſp. z.’ und n’mal ftattfinden, und daſſ fih die Zah: 
len zn’ und n’ fehr nahe wie die Zahlen = und n verhalten, welche 
audbrüden, wie viele Male die Ereigniffe Z und Z’ bei zu bereitö an= 
geftellten Verſuchen ftattgefunden haben, oder mit andern Worten die 
Wahrſcheinlichkeit, daſſ 


m'=mh—aV w, VanktaV, u'zuh 


fein muff, wo 4 und @ gegebene Größen find, wovon bie zweite po= 
fitiv oder negativ fein fann, aber gegen V u! fehr Hein ift. 


Wenn man: 
‘ 
u) ——— 
— 2 mn“ 





fett, fo ift nach der Formel (6): 


—— 


worunus ſchon ahellet, darf U Sie Wahrſcheinlichkeit des betrachteten 


12* 
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 Ereigniffes Z° fein würde, wenn — — und — — die genauen unb gewif 


fen Werthe der Wahrfcheinlichkeiten f und q der Ereigniſſe E und * 
wären: und man &æ 6 hätte, 


Wegen 


in mm 
— u ET 
—— nm —— 


und wenn man: 


° _/Emn 0 
_— op 
«Y 7 Va’ 
ſetzt, können die Werthe von > und q7 im vorhergehenden $. auf bie 
Farm: 


PSG—en + ®, 


gebracht werden, und wenn’man fie in den Werth von IT ſubſtituirt; 
ſo erhaͤlt man: 


n=u(1-0)” ( 14)". 
. no, wo, W | 
Da bie Größen —, — von der Kleinheitsordnung des Beu⸗ 


1 
ches Var oder 7% find, fo hat man in fehr convergirenden Reihen: ‘ 





5 m IT m. Pr 8 m‘? ’ 


woraus folgt: 


W202 3o,8 
v [U 0. U U] 
m =e WUG zm'e 3m?! elc., 





_ MT? vr M8n,3 


(142) N het zn en? elc. 





Aber wegen bed Factord U” von IT, weicher ſchon von der ‚Rice 
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heitsordnung des Bruches v5 ift, fann man bie Größen von diefer 


Dronung in ben beiben andern Factoren vernachläff igen, d. b. alle Er 
ponentialgrößen von der dritten an in jedem diefer beiden Producte auf 
die Einheit ve rebuciren. Bei diefem Grade von Annäherung hat man alſo: 


#3 0,2 v,2 


VI M. 


Aus demſelben Grunde kann man das zweite Glied der Formel (21) 
vernachläffigen , wodurch ſich die Zormel (22) in: 
mul eg 
—— — mn! iv 
Vi 
verwandelt. | 
Obgleich dieſes Integral nur auf folhe Werthe von erſtreckt 
werden muſſ, welche gegen V u ſehr klein find, fo kann man e& doch, 
ohne feinen Werth merklich zu verändern, auf Werthe von + auddehnen, 
welche mit Vu vergleichbar find, und, wie wir es wirflich gethan' ba- 
ben, daſſelbe von = —o bi 1 —=@ erftreden, weil der Coeffi⸗ 
dient von dr unter dem SIntegralzeichen / für folhe Werthe von v 
ganz unmerklih wird. Seht man nun mh und nd flatt m‘ und n’ 
in den Werth von v,, fo hat man: 





4 2 = 21+M)— lien, 
2m!’n' nm n 
und wenn man: 
— au ıYh 
— — 
Vır  Vzmw(i+ mat) 
alfo: - 
dv= du _ 
ı+h 


ſetzt, fo find die Grenzen ber Integration in Beziehung auf die neue 
Veränderlihe z noch H@ , und man erhält für die gefuchte Wahr: 


ſcheinlichkeit: 


a? u! 


U'e 2zm'n(ı+h). (23) 








Vırk 


182 


Fuͤr & S0 hat man blos: 


welches nach dem Werthe von 7, mit dem in $. rt. erhaltenen Re 
fultate übereinftimmt. 


8. 86. Us ein zweites Anwendungsbeifpiel der Sormeln (21) und 
Es) wollen wit annehmen, m fei die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die 


Differenz -, — — die Größe —- = nit überfchreitet, welche fie in dem 


vorhergehenden Beifniete erreichen muffte. 


Die Größe IT drüdt die Wahrfcheinlichkeit al3 Function der Wahr⸗ 
ſcheinlichkeiten p und q von E und F aus, daſſ das Ereigniſſ Fbei 


u" kuͤnftigen Verſuchen nicht mehr, als n =(ö+eVMi mai unb | 


dad Ereigniff E menigftens n'=("F—e Vu,) mal ſtattfinder 


Der Werth dieſer Wahrſcheinlichkeit wird alſo durch bie eine, ober. bie 
andere der Formeln (15). beftimmt, wenn man darin u ‚m’!, n’ n' flatt 
u, m,n fest. Fuͤr nit Grenzwerthe von zn‘ und 7’ hat man: 





= m „( +). 
wenn man wieber bei ben Größen von der Kleinheitsorbnung des 


Bruches — oder — ſtehen bleibt. Nach den Werthen von. p und- 
Va * 


q im vorhergehenden $. bat: man zu gleicher Zeit: 


52 


Int (+, y2 Er 


mn 


Wenn man a die Veränderliche d fo begrenzt, daff, abgeſehen 
vom Zeichen: 


u a u? 
r < — 
Yan 
n! q ni ; 
i o i — oder — > —, } i 
iſt, ſi iſt 770 mr’ jenadhdem . die Con 


ante ce pofitio oder negativ if. Folglich haben wir im erften Falle 
vermöge der zweiten der Gleichungen (15): 











1 2 _g2 (u , 2. 
na=1—--f na Ze) 
nk 


sv 2* —TDT ⸗ 
und im wweiten Falle mis⸗ der erſten dieſer Oleicungen: 


1 2 —e 
n==/ er er) 
V* „k 3V Ir zum'n m 


wo A .eine durch bie Gleihung (12) beftimmte pofitive Größe # 
deren Quadrat: 


, ee 7 





m mtl 1 


u N Fe 


TEm 


De u 
Aus den Grenzwerthen von m’ und n' und von 2,9, welche in 
dieſen Sormeln angewandt werden muͤſſen, ergibt fich: 


| _ m +1 
| | A . — — v,p= rt” 
wenn man Der Kürze wegen: 


U ed 
——————— ———— — — ——— — — — 


77 „Va „(uw +1) 


fest. Dieſe Groͤße v ift von der Kleinheitsorbnung des —2* — 
7 


man hat folglich in ſehr convergirenden Reihen: 
| GER Ce VEEREN Cik Ds 
logy = = log; — u Sara 


_,% rn _ 
m'+1 (wtr)e (@t1)2 





. logp = log — art m man 
„tes 
Eee er 


woraus bid zu dem Grabe von Annäherung, wobei wir ftehen bleiben: 


13 92 (m! —n') u'4 013 


und folglid): 
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|  2(m!—.n!) k! 
k=tK 1— — 
| 83V 2 um! 1 
folgt, wenn man den. Werth von beruͤckſichtigt und der er Kine wegen: 





a u! oWV u'mn umn _ 
Vimm aV um'n' u 
ſetzt. Wegen ber der Größe d angewieſenen Grenze iſt die Größe A 
von bemfelben Zeichen, ald «. Sol alfo der Werth von poſitiv 


ſein, ſo muſſ man das obere oder untere Zeichen nehmen, jenachdem 
@ eine poſitive oder negative Größe iſt. Das zweite Glied dieſes Wer⸗ 


thes von iſt auch von der Kleinheitsordnung des Bruches * oder 


[ 


* und folglich haben wir: 


Vw 
N I_nN LI? 
VE RE 
k ie“  8V 24 m'n! 
Zu gleicher Zeit verwandeln fich die vorhergehenden Berthe von 
II in: 


1 4/2 
VIT k — are m!n! ’ 


_kı? 
IO= E © di e 
Vz +7 a u' m’ n’ ’ 


und vermöge der Formeln (21) und (22) find die correfpondirenden 
Merthe von IT: 


& ® 
= fh-— f, fe aravo 
V ” 1/4 j 


( 2n' —kır — — 
4 m e I v. dv 
v2: u' m!n'. 


| — f: J— ‚JS: ER vedede) , 
m — fe Tat Sr Jet, 


2(m —n) Pu ai 8 dt. d 
ya) ’ * 
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Da die GCoefficienten von dv unter den Integralzeichen / wegen 
- der Erponentialgrögen e??, e—t? 9, ek? —v2 für Werthe von 
9, welche außerhalb der diefer Größe angewiefenen Grenze liegen, un: 
merklich werben, fo folgt, daſſ man die Integrale in Beziehung auf 
diefe Veraͤnderliche ohne merkliche Veränderung ihres Werthes, wie weis 








ter oben, von = — 0 bis v=@ erftreden kann. Ferner fei: 
auf. wV u'mn 

— * —=y,1=09Fye: alſo dt=dO 

Vim'n' | ' aV um!n‘ Y Fye5 alle ’ 


wo 8 eine pofitive Größe tft, und die obern oder untern Zeichen gel- 
tem, jenachdem & eine pofitive oder negative Größe if. In dem ers 
fin Ausdrude von IT, welcher & ald pojitiv voraudfegt, nimmt man 


folglich: 
k'=t—yv, =0—yv 


und die Integrationsgrenzen in Beziehung auf die neue Veraͤnderliche 6 
find 9=E um 6 . In dem zweiten Ausdrucke von IT, welcher 
fih auf den Fall bezieht, wo @ negativ iſt, muſſ man: 


k=—e—yv, i—=0-yv 


nehmen, und die Grenzen diefes Sntegraet find wieder O=& und O—on. 
Auf diefe Weile erhält man: 


r-1ı1— EL J_ — 0*+270e-G147?)o? döde 
— 


— [” „arfo-(1 De 7, 
* zu mIn! A —® 


2(m—n) JS „0*tarde—(1+47? 1 god 
v, 
5 Zumn‘ — 


DD NO 
a ff” rege 
JE —n 
N) 


ee [eg 
Zuu'min! @ 


— . are Bad. 
3a Vaumn pmn | 
Die Integrationen, in Beziehung auf 9 laſſen fi fich leicht verrichten, 
fo daſſ die zu beflimmende Wahrfcheinlichkeit Z7° nur noch ein einfaches 
Integral in Beziehung auf 9 enthält. Wegen: 








Mi 
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wenn man auch: 


o=ıVı 72, do-V 1+y2dt,e=uV ı +7? 


. Benn man den Werth von Y beruͤcſi chtigt, ſo fieht man, daſſ 
9 wirklich die Wahrſcheinlichkeit aushrüdt, daſſ die Zahl n zwifchen 
den Grenzen: | 

nu :uV2 (u m'n'+'® mn) 

* at wu 
legt, ober der obern Grenze gleich if. Wenn‘ bieſes Intervall der 
Werthe von 7° auch die untere Grenze enthalten ſoll, fo muſſ man 
My die Wahrfcheinlichkeit addiren, daſſ die Zahl 2’ genau diefer Grenze 


gleih ift, welche Mahrfcheinlichfeit Durch bie Formel (23). gegeben 
wird, wenn man darin: 





„VE — m („> min! +? mn) mn) 
uV un‘ 
fest. Bezeichnet man die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die Zahl „ zwiſchen 


die beiden vorhergehenden Grenzen faͤllt, oder einer derſelben gleich iſt, 





mit @; fo hat man auf dieſe Weiſe: x 
— u? (udm!n!+ mn). 
” —t? Val — ini — 
51 e — — — u (24) 
Vr V Zam'n' (uF4-a‘) | 


Vergleicht man diefen Werth von @ mit dem von FT, welchen 
die Formel (21) gibt, fo. fieht man, daſſ diefe beiden Wahrfcheinlich- 
feiten fich nur durch ihre legten Glieder von sinander unterfcheiven, und 
folglich. faft einander gleich find. Aber wenn die Zahl der kuͤnfti⸗ 
gen Berfuche gegen die Zahl uw der bereits angeftellten, nicht fchr Klein 


ift, fo find die mit dem doppelten Zeichen behafteten Glieder der Gren: 


zen von n', welhen dieſe Mahrfcheinlichkeiten w und A entjprechen, 
nicht dieſelben, und die Grenzen, deren Wahrfcheinlichkeit w ift, koͤn⸗ 
nen weit weniger zuſammengezogen ſein, als die, deren Wahrſcheinlich⸗ 
keit Rift. | 

Denn wenn Die Wahrfcheinlichfeit © wenig von ber Gewiſſheit 


verſchieden iſt, ſo kann man in den Grenzen, worauf ſie ſich bezieht, 


für n' und m’ ihre fehr genäherten und fehr wahrfcheinlihen Werthe 
ru" 


7 und — _. fen, wodurch. fih diefe Grenzen in: 


‘ 
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verwandeln, indem A das Verhältniff von w’ zu zu bezeichnet. Ver— 
gleicht man fie nun mit denen in $. 83., welchen die Wahrfcheinlich 
keit A entfpricht, fo fieht man, daſſ fie für denfelben Werth von u 
in dem Verhaͤltniſſe von Vırh zu 1 weiter find. Um fie eben 
fo eng, ald die in dieſem ©. zu — muͤſſte man z in dem Ber: 
hältniffe von 1 zu Vıth + h verminden, wodurch auch ihre Wahr 
fcheinlichfeit vermindert und Heiner, als A gemaht würde. Wenn 4 
ein fehr Feiner Bruch ift, fo flimmen die Iormeln (20) und (24), 
fo wie die correfpondirenden Grenzen der Werthe von 7° faft überein. 
Diefed Refultat ſtimmt mit dem überein, welches wir in ber oben 
angeführten Abhandlung bereits auf einem andern Wege gefunden haben. 


Die ‚Sormel (24) druͤckt auch die Wahricheinlichfeit aus, daſſ die 
Differenz — =—— — aiifchen den Grenzen: 


LEITETE 
a Va . 
liegt, ober ‚einer „perleiben gleich ift, und daſſ daflelbe hinſichtlich der 
Differenz — 3 — der Fall ift, wenn man ihre Zeichen verändert. 


Wenn man folglich für zw eine ſolche Zahl, 3. B. die Zahl 3 oder 4, 
genommen hat, für. welche die Maprfcheinlichkeit & fich der Gewiffheit 
fehr nähert ($. 80), und man findet dennoch Durch Die Beobachtung 


für Zn: oder 3 Werthe, welche ſich merklich von biefen 


‘ 


Grenzen entfernen; fo kann man mit einer fehr großen Wahrſchein. 
lichkeit ſchließen, daſſ fi die Wahrſcheinlichkeiten der Ereigniſſe E 
und F innerhalb des Zeitraumes der beiden Verſuchsreihen, oder ſelbſt 
waͤhrend der Verſuche geaͤndert haben. 

Auch kann man bemerken, daſſ die vorhergehenden Grenzen fuͤr 
denſelben Werth von z und folglich bei gleichem Grade der Wahr⸗ 
fcheinlichfeit die größte Amplitude haben, wenn die Zahlen u und ps’ 
einander gleich find, und bie Fleinfte, wenn die eine diefer Bahlen ges 
gen die anbere fehr groß if. Wenn W=u if, fo ift * ſehr 
MR 
uVr 
rebucirt wird. Wenn dagegen u’ gegen u fehr groß if, fo rebucket 


nahe m’—=m und n’=n, wodurch der Coefficient von u auf ? 





% 
U 
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fich dieſer Coefficient, weil fehr nahe — ugb — iſt, auf 


Vımn — 
* und iſt in dem Verhaͤltniſſe von 1: — Heiner, als der vorher⸗ 
pYu 
gehende. 

$. 88. Allgemein, wenn bie beiden entgegengefegten Ereigniſſe 
E und F, deren unbekannte Wahrfcheinlichkeiten p und q find, in 
einer fchr großen Anzahl u von Verfuchen reſp. zumal und: mal flatt- 
gefunden haben, und wenn zwei andere entgegengefegte Greignijje E, 
und F'y, deren ebenfalld unbekannte Wahrfcheinlichkeiten mit p, und 
4, bezeichnet werden, in einer fehr großen Anzahl u, =m, +n, 
von Berfuchen eih- m, und nr, mal fattgefunden haben, und die Ver⸗ 


hälniffe 2 FL , fowie — und - Fr find beträchtlich von einander 


verſchieden; fo muſſ man es als faft gewiſſ annchmen, daſſ die Wahr⸗ 
ſcheinlichkeiten und >, , fowie g und g, ungleich find. Aber wenn 


, , m m; n n, . . . 
die Differenzen m und — — 7 kleine Bruͤche ſind, ſo iſt es 
1 


1 
möglich, daſſ die Wahrſcheinlichkeiten p und p,, ſowie g und g, nicht 
merklich) von einander verfchieden find, und daſſ die beobachteten Unters 
fhiede daher rühren, dafi in ben beiden Reihen von u und u’ Verfuchen 
die Ereigniffe nicht fireng in dem Verhältniffe ihrer reſp. Wahrfcheinlich- 
keiten ftattgefunden haben. Es wird daher von Nutzen fein, die Wahrs 
ſcheinlichkeit einer Ungleichheit zwiſchen den unbekannten Wahrfcheinlichkeiten 
yınd py, q und q,, welche gegebenen, wenig betraͤchtlichen, gleichen 
und mit enigegengeistien Beien behafteten Differenzen zwifchen den 


Berhätniffen — Zum, Zum 1 entfpricht, zu beflimmen, und 
M #ı MM Kı 


womit wir und nun bchitche wollen. 
Wie in $. 84. wollen wir mit: 


mt fie 
P= # 


einen Werth von p bezeichnen, welcher wenig von — —— verfchieben iſt, 


fo dafl v eine pofitive oder negative, aber gegen vi fehr Heine Ver⸗ 
Anderliche iſt. Ebenſo ſei: 


—4 17 zmın, 
Pı=- — —-- V 777 
Mi Mi rı 
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ſctzen, wo zz eine pofitive Größe ift, und das obere ober untere Bek- 
hen genommen werben muſſ, jenachdem e>6d oder e<d if Die 


ntegrationdgrenzen in Beziehung auf Z find zu und =, und 
wenn man bemerkt, daſſ: 


2 H— | gt t⸗ 
“ „er di= [: di— fi di 
— _ a 
= V = IM e "di 
iſtz fo ergibt ſich endlich: 


= / ——— a1. /” ed, a 
u VaJu 77 VaJu 
wo der erſte Werth flattfindet, wenn bie Differen, 6 pofitiv Fir 
und der zweite, wenn dieſe Differenz negativ ift. 
Da das zweite Glied der. Formel, (21) vernachläffigt ift, fo iſt 
zu bemerken, daff die Wahrfcheinlichfeit "des Falles, wo die Differenz 
pP, —p genau =e wäre, auch vernachlaͤſſigt würde, fo daſſ A bie 
Woahhrſcheinlichkeit ift, daff 27, —p>e und nit, dal ?, —p <e oder 
pı -p=e if. In dem Falle, wo e—ô ift, ift die Größe u, 
und die beiden Werthe von A find A=4, d. h. man kann 1 gegen 1 
wetten, daſſ 2, um mehr, ald Ö größer ift, ald p. 
Die Formeln (26) dienen auch zur Berechnung der — 
lichkeit, daſſ die unbekannte Wahrſcheinlichkeit 9, groͤßer iſt, als ein 
gegebener Bruch. Zu dem Zwecke wollen wir in ver Gleichung (25) 


m m 
UZR,—-=0,d5=—-—0o 
ai 


. Kr 
fegen, woburd fie ſich in folgende verwandelt: 
MN Bı Ya 
m (e -0— 
' u * * Vam,n, m, Rn. 


Da aber bie Zahl u als unendlih groß angenommen wirb, fo 
ift die Wahrfcheinlichkeit 2 zuverläffig dem Verhaͤltniſſe — oder dem 
Bruce @ gleih, und folglich iſt A alddann die Wahrſcheinlichkeit, daſſ 
p, >:+® if. Nimmt man größerer Einfachheit wegen @ ſtatt e 600 
und feßt auh u, m, n für u,, My, ni, fo hat man: | " 

Yu j 
X(0 — — 27 
— ) Vimn ( ) 
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Der Buffon’ihe Verſuch kann in zwei Abtheilungen gethe 
werben, wovon bie erfte aus 2048 Verſuchen und die zweite ar 
1992 Berfuchen befteht, und wo in ber erfien Abtheilung dad May 
ven 1061 mal und die Schrift 98% mal getroffen ift, während in dı 
zweiten Abtheilung das erfte Ereigniff 987 mal und das zweite 1005 m 
ftattgefunden hat. Vermittelſt ded Refultated des Geſammtverſuche 
und der Formel (24) kann man nun auch leicht die Wahrfcheintichke 
berechnen, daſſ die Anzahlen ded Treffens des Wappens oder der Schi 
in den beiden einzelnen Abtheilungen des Geſammtverſuches zwiſche 
gegebenen Grenzen haben liegen müflen. Zu dem Zwede feßt man hi 
biefer Formel und in den Grenzen, welchen fie entfpricht: 

m' m | n" nn I 
— = — = 0,50693, — =— = 0,49307, 
— — Fr M 


d. b. man febt für Die Verhaͤtniſe — — und 7 —, welche nicht ala b 


kannt angefehen werben, ihre fich aus dem Sefammtverfuche ergebe 
den Näherungdwerthe, was geſtattet iſt, weil die Zahlen zn’ und ı 


nur in den Gliedern von der gleinheitsordnung des Buches, I 
vorkommen, und für u feßt man die Geſammtzahl der Verſuche 404 


In Beziehung auf die erſte Abtheilung der Verſuche hat man außerder 
u — 2048, 

und wenn man, wie weiter oben, u=2 nimmt, fo. findet man: 
o= — 0,99558 


für die Wohrſcheinlichkeit, daſſ die Zahl rn’, welche ausdruͤckt, wie vi 
mal bie Schrift getroffen ift, zwifchen den Grenzen: 


1001579 


bat liegen müffen, was wirklich der Fall gewefen ift, weil in bi 
erften Abtheilung des Werfuches die Schrift 987 mal getroffen ift. 
In. n Baiebung auf die zweite Abtheilung des Verſuches dat mu 


u =1902, 
und wenn man wieder u—=2 nimmt, fo findet man: 
o= — 0,99560 


für die Wahrfcheinlichkeit,, daſſ die Schrift eine Zahl n' von Malen 
‚ troffen ift, welche. zwiſchen den Grenzen: 
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982 77 


Gegt, zwifchen welchen die Zahl 1005, welche ausdruͤckt, wie vielmal 
die Schrift getroffen iſt, wirklich liegt. Die Brüche find in Dielen 
und in den vorhergehenden Grenzen weggelaffen. 

‚Wir wollen nım annehmen, daſſ man nicht wifle, ob in den 
beiden Abtheilungen des Gefammtverfuches daſſelbe Muͤnzſtuͤck ange 
wandt iſt, und nach den Beobachtungsreſultaten die Wahrſcheinlichkeit A 
fechen, daſſ in ber erſten Abtheilung des Gefammtverfuches die Wahr: 
ſcheinlichkeit für das Treffen des Wappens die Wahrfcheinlichkeit deſſel⸗ 
ben Ereigniſſes in der zweiten Abtheilung um einen gegebenen Bruch 
Ihr: Zunaͤchſt fege man in der Gleichung (25): 

u =1992, m = 98%, n =1005, 
 4,=2048, m, =1061, n, =98T, 
und außerdem: | 

m, m 

— — — — 0,02257, 
Fi. | ai 

fo verwandelt fich diefe Gleichung in: 

u=—+(2e—0,02257) (44,956). 


d= 


Bern man z. B. E=0,02 ſetzt, fo muff man das untere Zei⸗ 
hen nehmen, und von ber zweiten der Formeln (26) Gebrauch ma= 
hen, und auf diefe Weife erhält man: 


u 0,11553, A=0,56589, 1—A=0,43411, 


fo daſſ man kaum 4 gegen 3 wetten koͤnnte, daſſ die Wahrfcheinlich- 
keit für dad Treffen des Wappens in ber erften Abtheilung des Ge⸗ 

fammtverfuches um „I; größer fei, ald in der zweiten. Gebt man 

‘0,025, fo muſſ man dad obere Zeichen nehmen und die erfte der 
ormeln (26) anwenden. Alsdann erhält man: | 


u‘ u=0,10925, 2=0,43861, 1—/= 0,56139, 


Ip man koͤnnte noch nicht 1 gegen 1 wetten, daſſ der in Rede fte 
ende Mehrbetrag größer fei, als 37: 

.6. 90. Bir wollen hier noch die Auflöfung einer Aufgabe mits- 
teilen, welche eine intereffante Anwendung darbietet und auf den vor⸗ 
hergehenden Formeln, fowie auf einem fogleich anzuführenden Lehnfage 
beruht. 

13* 


. 4 
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a—g und b—h rebucirt ift, fo wird die Wahrfcheinlichkeit, hierauf 
wu=m-+n neuen Verfuhen m weiße und 7 fhwarze Kugeln .zu 
üvcehen, durch fla—g, b—h, m, n) auögebrüdt, und dad Pro: 
; tt diefer beiden letzten Functionen druͤckt folglich die Wahrſcheinlichkeit 
audz, m weiße und z2 ſchwarze Kugeln aus der Urne a zu ziehen, 
mödern bereit® g weiße und 7 ſchwarze aus berielben gezogen find. 
Bern man folglich die Summe der /+1 Werthe diefed Producte bil 
det, welche allen ganzen Werthen oder dem Werthe Null von g und A 
entforechen, und deren Summe —/ ift; fo erhält. man ben vollftändi- 
gen Ausdrud der Wahrfcheinlichkeit, aus der Urne A, m weiße und 
a [hwarze Kugeln zu ziehen, nachdem bereits Z beliebige Kugeln aus 
berfelben gezogen find. Es kommt nun darauf an, zu zeigen, Wfl 
Nefe Wahrfcheinlichfeit von 2 unabhängig und =/f(a, b, m, n) if, 
d.h. zu zeigen, dafj man: . 


‚wa, b, m, n)= Zf(a,b, g, hfa—g, b—h,m, n) 


M wo fih die Summe zZ vn e=0 und h=/ bi e=/ mw 
h=0 erftredt. 

Zu dem Zwecke bemerken wir, daſſ man nah $. 18. für belie« 
bie Zahlen a und d, deren Summe =c ift: 





g(m, n)g(a— m, b—n) 


fa, b, m, ‚n=? 





| p(e, b) 
ht, wenn man der Kürze wegen: 
31 .2.5...C 
_— — -—=o(a,b 
1.2.3...0.1.2.3...5 9 (a, 9) 


Hieraus folgt: 


fa, b, g, h,fta—g, b—h, m, n) = 
26, h)y(a—8, b—$) p(m, n) pa —s—m,b—Iı—n) 
920, b) 9(@—8, b—h) 
m Re was baflelbe ift: 


Ja, b, 8, hyf(a—8ı b—h,m,n) _ 


Ä zn 2) us. 9 (8, hy(a—g— m, b—-h—.n). 


⸗ 


Hiernach und vermoͤge des Werthes von /(a, b, m, n) verwandelt 
die zu verificirende Gleichung in: 
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g(a— m,b— n=Zgy(g, hy(la—-—g-m,b—h—n) 
wenn man ben allen Gliedern beider’ * gemeinſchaftlichen E/ 
en 2 hinweglaͤſſt, und da a und b beliebige Zahlen find; fo i 
man aud, wenn man will, atn und 5-+-m ftatt @ und bſe 
wodurch ſie ſich in folgende verwandelt: 


ya, db)=Eylg, h)yla— 8, b—h). 


Nun, ift aber ihr erfter Theil der Coefficient von z2yd in 
Entwidelung. von (45 )0 und ihr zweiter Theil ift der Coeffi 
von * zayd in dem Producte der Entwidelungen von (x + yy 
(ty! oder in der Entwickelung von (e+y)C, wie der 
Se und folglich find die beiden heile biefer Gleichung ident 
was bewieſen werden ſollte. 


F. 91. Wir wollen nun annehmen, daſſ die Zahlen a, db, a- 
a—n fehr groß find, fo laffen fich die Naͤherungswerthe von o(m- 
p(a—m,b—n), p(a, b) und hierauf der von /(a,.b, m, n) 
mittelft der Reihe (3) berechnen, und wenn man diefe Reihe auf 
erfted Glied rebucirt, fo ergibt fi) daraus ein Werth von f(a, b, m, 
welcher auf folgende Form gebracht werden Tann: 


JS, b, m, DET IC: m 9 — (er) m (a 


c(a—m) en 





wenn man der Kürze wegen: 
| abukzW) _y 
2zcmn(a—m)(b—n) 


Wenn zı und n und folglih auch a—m und 5--n fi wi 
und 5 verhalten, fo erreicht jeder der vier lebten Factoren fein V 
mum und wird der Ginheit gleih. Sie nehmen fehr ſchnell ab, n 
ſich m und n von diefem Verhältnijfe entfernen und werden ganz 


merklich, fobald dad Verhaͤltniſſ — nicht mehr jehr wenig von — 


ſchieden iſt, ſo daſſ man bie durch die Function /(a,b, m, n) 
gedruͤckte Wahrſcheinlichkeit nur für Werthe von m und nr zu beti 
ten braucht, welche fich faft wie @ und 5 verhalten. Wenn wir ı 


— b 
— eVe, nn —+6Ve 





feßt. 
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wob felglich: 


a- m —— +0Ve, b— @ —— -09Ve 
ſezen, fo können wir 6 als eine pofitive ober path, aber gegen 
Ve fehr Heine Größe betrachten „. fo daff — ein ſehr Heiner Bruch 
it, defien Quadrat, fowie alle Größen von ve Kleinheitdorönung von 
| — wir unberudfichtigt laſſen. 


Hiernach haben wir: 





cm 0cVe cn dcVeo u 
em _ 2, My 
au au bu = bu 

c(a—m) , , 0cVe c(b—n) 


— 0c Ve 
alc— u)’ blc—-uJ bfe— m)’ 
um wenn wir die Quadrate der zweiten Glieder diefer Binome ver: 


mäläffigen , fo finden wir. zunächft durch eine ähnliche Rechnung, wie 
die in $. 89: 


(7 
145 avec (3-2 ——— 545) 


2u b? 
Wenn wir fie bie Zahlen m und 72 ihte vorhergehenden Werthe 
in, ſo verwandelt ſich dieſe letzte Formel in: 


02.3 
(rl [neh]. ae. 
‘ 3 u? a2 b? 
Ehenfo findet man die Gleichung: 
am lb(c—u)\ Rn J 
c(a—m)/  N\cb—m)) 
98 (a_b)ot Vve1 - 
Her! u 
weiche fich auch aus der vorhergehenden ergibt, "wenn man darin m, n, u 


nam, b—n,c— u und bad Zeichen von 6 in bad entgegen: 


al) + 


‚.02c3 
2(c—u)ab, 


* 
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gelegte verwandelt. Hieraus ergibt ſich mit dem Grade von Aunhe⸗ 
rung, wobei wir ſtehen bleiben: 


J(a,b,m,n)= 


9 (25V) — 
Aa Te —J— 


oder, wenn man: 
iv 2(—u)nab " 


c? 


0= 
ſetzt: 
Sa, b, m, n) = 


afı _4 — MN⸗ — 
3VY2(c—y)kabc . 


für die Webrſcheinlichteit, die m weißen und n ſchwarzen Kugeln zu 
ziehen, indem: 


(28) 


pa VE nmabe 
—N — ——— 


c c? 
| 2 
ub EV2(c—u)uabe (29) 
St 


ift. 

Senachdem die Zahl u gerade ober ungerade ift, ift auch die Difs 

fereng n — m gerabe oder ungerade. Wenn man mit 2 eine ganze po⸗ 

fitive Zahl und den Ueberfchuff von 7 über m mit 23 oder 27 — 1 

bezeichnet, fo muff ber correfpondirende Ausdruck von Z vermöge der 
Gleichungen (29): 


i=216 4y 
fein, wenn man ber Kürze wegen: 
c? 


2, 2(c— p)uabc 
fegt und mit Y eine der beiden Größen bezeichnet: 
_(a—bd)uc __ (de 5 


m — — — 
— ⸗ 


av 2(c—p)uabe 





Ay.ı ta — b)(c— 2,) 
| — rıril 
cr e 7” 





- V2rle— nmabe 


Da die von At, k ... abhängigen Glieder in dem Ausdrucke we 
s mit FI multiplicirt find, fo enthalten fie die Sactoren 82, öf, .. 
und müflen vernachläffigt werden, und wegen: 


© _2 a2 ne ehlır 2. 
e tdi=jeT,]| ee Rdtzilıtrd)e”, 
7 J 7 — 0 


| ergibt ſich aus dieſen verfchiedenen Werthen: 
oo 
I erde — Te’ 
Va 
wenn man der Kürze wegen: | 
(a —b)(e— 247 +47?) +30? _ 
6 Varlc— p)nabe 


s= j 


ſetzt. | | 
Es fei v eine pofitive Größe, und jenachdem die Größe y poſiti 
ober negativ ift, wollen wir v=-&Y feßen, fo erhalten wir wegen: 


S[., aa, e"rdı 


endlich: 2 


u (80) 
1 t⸗ —y! Ä 
s— —f,.* dt—-TeT’, 


wo der erfie Werth von s flattfindet, wenn <o it, und ber zweite, 


wenn Y>0 if. 
Wenn man in der Formel. 28) i=Yy feet und das Reefulta 
mit 0 bezeichnet, ſo erhat man: 
c? er? 
02 — s1 
" Val p)nabe ) 


für die Voehrſqhenlicleit, daſſ in 1 Ziehungen bie Zablen m ua | R 


der weißen und ſchwarzen Kugeln einander gleih find und jede bie 
‚Hälfte von u iſt, was nur möglich ift, wenn / eine gerade Zahl ifl. 

$. 92; Wir wollen nun annehmen, daſſ, nachdem aus der Urne 
A, u Kugeln gezogen find, fucceffive w’, dann u”, u. f. f. andere 
‚Kugeln gezogen werben, bis alle in diefer Urne enthaltenen c Kugeln 
aus berfelben herausgezogen ſind, fo bafl: 


| e=utru+tu tut... 


ift Ferner wollen wir. annnehmen, daſſ jede der Bahlen u’, ie ... 
fo wie die Zahl u ſehr groß iſt, und mit s’, s’’, die Werthe von s be⸗ 
zeichnen, wenn man fucceffive u’, u”, ... für u feßt und von der er- 
ſten oder zweiten der Formeln (80) Gebrauch macht, jenachdem im 
Anfonge der Biehungen die Anzahl 5 der in der Urne — enthaltenen 
ſchwarzen Kugeln größer oder kleiner ift, ald die Zahl = der weißen 
Kugeln, fo daſſ die "Größe y negativ oder pofitiv wird. Nach dem 
Lehnfage in $. 90. werden die Wahrfcheinlichkeiten, in den fucceffiven 
Zügen von u, u, u", ... Kugeln mehr ſchwarze, ald weiße Kugeln 
zu ziehen, durch die Größen s, 5’, s”, ... auögebrüdt, fo daſſ ſie ſich 
nur nach Verhaͤltniſſ des Unterfchieves von u, a’, u, -.. ändern und 
ale einander gleich fein würden, wenn dieſe Zahlen einander sic 
wären. Es fei 7 das Mittel aus den Werthen von s, s’, s”, | 
d.h: J | 


r= — (s+s’+s”+s'"-Fete.), 
wo ®@ die Gefammtzahl der Biehungen ausdruͤckt. Wenn man wieder 
annimmt, dafi @ fehr groß ift und die Anzahl diefer @ Ziehungen, 
worin mehr ſchwarze, als weiße Kugeln gezogen werden, mit 7 be⸗ 
zihnet, fo ift die Wahrfcheinlichkeit, daſſ 7 zwiichen gegebenen Gren- 
zen liegt, nach dem erfien Satze in $. 52. dicſelbe, ald wenn alle 
Vahrſcheinlichkeiten s, S, 5”, ... unter einander und ihre Mittelwerthe 
r gleich wären, Segen wir alfo a,r, 1—r fir K, 9, p in die 
Tormel (17), fo erhalten wir: 





1 
R=1- — eu 
Si 1 2rar(1— Fu 
für die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die Zahl 7 zwifchen den Grenzen: 
| arzuV 2 ar(1l—r) 


liett, ober einer berjelben gleich it, wenn w eine gegen Va ſehr eine 


N 














und wenn wir: 


Regel in $. 20. der Eoefficint von umor in ber Entwidelung dei 
Productes: 


(upı+vg1) (up2 reg. . wputrgu. 
Seht man aber: 
fo wird das Glied Uumon dieſ⸗ Productes — —E ; und 
alle übrigen Glieder enthalten andere Erponentialgrößen, als lm-maoy-ı. 
Bezeichnet man alfo diefes Product mit X, multiplicirt daffelbe, fowie 
feine Entwidelung, mit e-(m-n)av ZI dx und ‚integrirt dann von 


az=— rn bier, fo verſchwinden alle dieſe uͤbrigen Glieder, und 
man hat blos: 


SE a E PRBPBLTE 


welches daraus folgt, daſf ‚ wenn 2 und 2° zwei ganze Zahlen aus⸗ 
druͤcken, welche poſitiv, negativ, oder Null ſind, und wovon die erſte 
izm—n iſt, man hat: | _ ⸗ 


avi, ,-uV 1 dı— 


JS. [eos @—Hz+sin @—-YzV —ı] ds= =, 


wenn z und 2’ von einander verſchieden ſind, und: 
—————— | 


— A 


wenn !=i iſt. 
Zu gleicher Zeit haben wir: 


up teq=cos=} (rg): sneV —1, 
cos? æ (p,—g)?sin? zo} 


feßen, fo wird e8 einen reellen Winkel r, geben, weicher fo beſchaffen 
iſt, daſſ man: 


1 1 
— cos = Cosr,, — m Wsm®=shr, 
9% — 
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dat, woraus folgt: Ä 
ry-i 

up Fru=ie v 1 | | 

Das Zeichen von 0, ift zweideutig, und um die Begriffe zu ffriren, 

wollen wir diefe Größe als pofitiv betrachten. Sekt man der Kürze 

wegen: \ 


\ 01 02 03 .-- u=F, 
rtratrst... tru=y, 
ſo verwandelt ſich das mit X bezeichnete Product in: 
XoYVe Vi, 
und es ift folglich: 
uU= 4 [” Yossy—m—n»] dx-+ 


v= [Yin y—(m—n)ı]dı. 


Wenn die Werthe von x einander gleich und von entgegengefeßtem 
Zeichen find, fo find es die von 7, auch und die von 9, find einander 
gleich. . Das zweite beftimmte Integral verſchwindet folglich, weil e8 
aus Elementen befteht, welche paarweife einander gleich und von ent- 
gegengefeßtem Zeichen find, und dieſes muſſ in der That der Fa fein, 
weil U eine reelle Größe iſt. Wenn die Winkel z einander zu zwei 
rechten ergänzen, fo ift diefes mit den Winkeln 7, vermöge der Aus- 
brüde für sinr, und cosr, auch ber Fall; die Summe der beiden 
Werthe von y—(m—n)z, weldhe ihnen entfprechen, if. ao = unr— 
(m —n)a, oder =2nn, und folglid ändert fich der Coſinus von 
y—(m—n)z nidt. Daffelbe gilt hinfichtlih der Werthe von F, 
fo dafj die z und n— x, fo wie die x und — x entfprechenden Ele— 
mente des erften beftimmten Integrales einander gleich find. Laͤſſt 
man alfo dad zweite Integral hinweg, reducirt die Grenzen des erſten 
auf Nul und Zr und multiplicirt das Refultat mit 4, fo erhält 
man: 





_ı fh - (m —n)z]d 
L=- J. Ycos[y — (m — n)z]d:. (1) 


Die angezeigte Integration laͤſſt ſich nach den gewoͤhnlichen Re 
Poiſſons Wahrſcheinlichkeiter. ıc. 144 
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' 2 
| = 7 | 
fekt, bie neue, Beränderliche z als eine fehr Peine Größe gegen Vu 
betrachtet. und die Größen von ber Aleinheitzordnung von — unbe⸗ 
J aerone laͤſſt, fo folgt: 


Y- er 
—2 den Werthen von 0; und sin r, hat man ferner: 


| n=(P — WET Pı9ı= +ete. 


"ip und g wollen wir die mittlern Wahrſcheinlichkeiten von 
E und F während der ganzen Verſuchsreihe bezeichnen, fo daſſ: 


p=-L3p, _ _.5g,, —1 
P=— Pu 9=7, gr Pptg 


ER, wo ſich die Summe £ wieder von =1 bi i=u erſtreckt, und 
der Kuͤrze wegen: 






2 — —R& 
fm Behält man blos die Größen von der Kleinheitdorbnung von 
77 bei, ſo ergibt fi ſich zunaͤchſt: 


Var, 
=2(p—9 177 


und Daun: 


sfr —m—n) zl= cos (28V %) —- —sin(zgV W); 


* 
"weder Kuͤrze wegen: 
. "m 
P-—-(e-—)=8 

oe if. 

GSubſtituirt man dieſe Werthe von Y und cos|y— (m — n) X 
Lernel (1) und ſetzt darin dz ſtatt dx, fo kommt: 

14* 


\_ . 
.r 
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⸗ vi Fi cos(zgV u) 


— — a in (z dz|. 
7. sin(zgV wdz | 

Da der Sal, wo bie Werthe von p, und q, ohne Ende ab 
men, auödgefchloffen ift, fo kann 2 Keine fehr Meine Größe 
Fur Werthe von z, welche mit V u vergleichbar find, ift folglich 
Erportentialgröße e—*?2? unmerklih, und obgleich man diefer Beränd 
chen nur fehr Heine Werthe gegen Vu geben darf, fo kann man 
dad Integral über diefe Grenze. hinaus erflreden und ed, wenn ı 
will, von z=0 bis z=m nehmen, ohne feinen Werth merflid 
derändern.: Nach einer bekannten Formel hat man alddann: 


_ 2 
a — 
A. e 92° (ooszgV Wdz= 
0 


a e_ 
Differenzirt man biefe Gleichung ſucceſſive in Bahn afg un 
fo ergibt fi daraus: 


on _ 7 5 
S ek?2? ,s (sinzgV u)dz eV ar £ (3 +25). ah 
0 . 











8k5 2k? 
und vermittelft diefer Werthe verwandelt fich der von U in: 
2 2 
U— . ( ur 
\ 37E Pr = 572 u + 2 


Wegen der Exrponentialgroͤße e ie ft diefe Wahrfcheinlid 
unmerklich, fobald g nicht von der Größenoronung des Bruches ; 
iſt; aber wegen p+g9=1 und m+n=u kann diefe Größe g 1 
von diefer Größenordnung fein, wofern diefed nicht einzeln für p — 


und g— — welches überbied gleiche Größen mit entgegengefeßtem 
gen find, ber Sal iſt. Wenn man folglich: 


p m & gq n ko g= 240 
nm” ı 17 7 — 77 — 
7; | 77 
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ſetzt, fo hat die Wahrfcheinlichleit U nur für Werthe von 8, welche 
voſitiv, negativ, oder Null, aber gegen Vu fehr klein ſind, meriche 
Berthe, und hieraus ergibt fich in: 
02: I) 
— 0 DEE 9 A?%: 
Va * * (234262)e | (2) 
fe die Wahrfcheinlichfeit, daſſ die Zehlen mund n folgende Werthe 
hahen: 
m=pu—0okV u, naqutokVn: 
bh. Werthe, welche faft den mittleren Wabhrſcheinlichkeiten P und 7 
und der Zahl u der Verſuche proportional find. 2 
$. 86. Sollen mı und n. ganze Zahlen fein, fo mufj 0 ein Biel 


1 
fahed von IV} oder —=O fein. Seht man in der Formel (2) H=0, 
| P | | | 





fo erhält man WE für bie Wahrfcheinlichkeit , daff bie Zahlen m 
md n fi genau wie > und g verhalten. Bezeichnet man mit 2 eine 
poſitive Groͤße, welche ein Vielfaches von v7; ift, fest in der vor: 
hegehenden Formel ſucceſſſde 6= — 2 und 6 ‚und abbirt bie bei⸗ 
ben erhaltenen Reſultate; fo prüdt ihre Summe v5 die Wahr⸗ 





ſheinlchkeit aus, daſſ m eine der beiden Zahlen puFkt Vu, und 
n eine der beiden Bahlen qutkiV u if. Es fe: 





1 
-—=6 
kV a ' | 
u ein gegebenes Bielfache von Ö; ferner werde in der vorhergehenden 
Summe fucceffive 2=6, =26, =8Ö6,... bis 2=u gefeht und 


die Summe aus den erhaltenen Reſulten und dem 0= 0 entſprechen⸗ 
den Werthe von U mit A bezeichnet; " haben wir: 


R=-—— + —— se” 
kV zu un v5 r 
fi die Bahrfcheinlichkeit, daſſ die Zahlen m und rn zwifchen den  Grengen: 
pu Fu kV u, qu&uk Vu 


na, ober. einer derfelben gleich find. 


⸗ 
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Mas Summenzeihen Z bezieht fih auf die Werthe von 2=E 
bi8 2=u, welche nad derfelben Differenz 5 zunehmen; allein maı 
kann für diefe Summe den Unterfchied der Summen von ce” fk 
die Werthe von 2=0 bis E=w und von Z=ut+öb i=wm neh 
men. Nach der bereitö in $. 91. angewandten Euler’fhen Forme 
wird das Product aus diefer lebten Summe und Ö mit dem Grab 
von Annäherung, bei welchem wir ftehen bleiben müffen, d. A inden 
man dad Quadrat von Ö verahiifi igt, durch: 


Pi d it s Pig 
Ju 2 


audgebrüdt. Wenn man u—=0 fegt, fo erhält man auch: 
ıV a—ı ö 


für die von Z=0 bis genommene und mit Ö "multiplichee 
Summe. Wenn man alfo von dieſer letzten Groͤße die vorhergehent 
abzieht und durch ö dividirt, fo erhält man: 


—2 —_—ı . — 42 
Ze —ı Va— — e di—!-+Lle 
= mn 777 Se 272 


für die im Ausdrude von AR vorkommende. Summe, und mit- Berüd! 
fihtigung des Werthes von Ö vermanbelt fi) dieſer Ausdrud in: 


2 © _R 1 42 
— pP 
va "WE ” 
Wenn die Mahrfcheinlichkeiten p, und g, conflant und folglid 
den mittleren Wahrſcheinlichkeiten p und q gleich find, fo hat mar 
k=V 2pg Pg, fo daſſ die Formel (3) und bie vorhergehenden Grenzer 
von m und n mit der Formel (17) in $. 79. und den ihr entipre: 
chenden Grenzen übereinftimmen. Diefe Webereinftimmung zweier Re 
fultate, welche durch ſo verſchiedene Methoden erhalten ſind, koͤnnte 
wenn es noͤthig waͤre, zur Beftätigung ber Richtigkeit unferer Rechnun 
gen dienen. 
Nimmt man für z eine etwas beträchtliche Zahl, 3. B. die Zah 
3 oder 3, fo ift der Werth von Z2 fehr wenig von der Einheit ver 
fhieden. Wenn man alfo bie Anzahl u der Verfuche fer groß an 


nimmt, fo ift es faft gewiſſ, daſſ fich die Verpältnife — — und — 


fehr wenig von den mittleren Wahrfcheinlichfeiten p und 2 entfernen 
welchen fie fich defto mehr nähern, je größer u noch wird, und weichen. fü 
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Da die möglichen Werthe von A nach unendlich. Heinen Incre⸗ 
mienten wachfen, fo muſſ ihre Anzahl als unendlich groß und bie 
Bahrfcheinlichkeit eines jeden ald unendlich Flein angenommen werben. 
Bezeichnet man durch a und 5 gegebene Conftanten und durch z eine 
feige Weränverliche, fo kann man: 


ceo=a,5w—=b, no=z 
fegen. Zu gleicher Zeit hat man: | 
O—e Vi, 


md ed werbe: 


N, =of, 2, N,=@f32, N =wfz2, etc. 


geſezt. Jede der in X vorkommenden Summen Z verwandelt fich alds 
‚ dann in ein beſtimmtes Integral, wovon a und 5 die Grenzen find, 
md wenn man @ für dad Differenzial von z annimmt, fo ergibt ſich: 


= Vs, — ———————— z2dz. 
| S[. ⸗ VAi Ju2dz (5) 


für dad Product der 4 Factoren, welches man für X in die Formel 
(&) fubflituiren mufl. 


F. 98. Diele Formel drüdt die Wahrſcheinlichkeit aus, daſſ die 
Summe der Werthe von A in m Verſuchen zwifchen den gegebenen 
Sroͤßen c— ze und c+e liegt. Bei dem nten Verſuche iR die un 
endlich Heine Vahrfcheinlichkeit eines Werthed z von A= nz dz, und 
Da nach der Vorausſetzung alle möglichen Werthe von — zwifchen « 
und 5 liegen, und bei jedem Verſuche einer derfelben nothwendig flatt: 
finden muſſ; fo muff: 





Synede=1 


fein, wo die Function nz übrigens continuirlich oder discontinuirlich 
fein kann, wofern fie innerhalb diefer Grenzen « und 5 nur eine po- 
ſitive Größe iſt. 
Wenn ſich die Wahrſcheinlichkeit jedes Werthes von z waͤhrenb 
der Verſuche. nicht verändert, fo iſt die Function von az unabhängig 
von a, und bezeichnet man fie mit /z, fo hat man: 
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z=-([ Year)‘, S.f242=1. 


Wenn ferner die Werthe von A gleich wahrfcheinlich find, fo if 
 fz eine Conftante, welhe, um ber legten Gleichung zu genügen, 


1 
=, z fein muſſ. Set man: 
azh—g,b=h-+g, 
fo bat man folglich: 
1 el _ __ sing ® „fx — 
J: => ſ⸗ —— * dz:= v=1 ) 
und vermöge dieſes Werthes verwandelt fih die he Sorme (4) in: | 


P- —— —— sinex cos(uh— —X 
„va 





sing © u sin&ex 








——sınuh—c)zdz, 








oder blos: 
Lape es u sinex cos(uh— o)zdz, . (6) 


weil das zweite Integral verfchwindet, ındem ed aus Elementen beſteht, 
welche paarweife einander gleich und von entgegengefeßtem Zeichen find, 
während das erfle Integral paarweife gleiche Elemeute mit demfelben 
Zeichen hat. Da der Erponent u eine ganze und pofitive Zahl ift, fo 
wollen wir zeigen, daſſ diefer Werth von P immer unter enblicher Form . 


erhalten. werden Fann, wenn man bie ute Potenz von singz vermit 
telft der befannten Formeln: | 


arsin’gz— 
(_ı [oosnge— nos 


n.u—1l.n—2 | 
— — — cos (1n - 6) 1x-Petc. 
1.2.8 (u 5 + 
arsinge— 


(1 1) 





[or ugz—usin(u—2) —— —sin(u- 48x 


ie lee | 
— — — — el 
w 2 sin(u 6)gz-+ el 


m 
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nach den Sinus oder Coſinus der Vielfachen des Bogens gx entwi⸗ 
delt, wovon jebe aus einer endlichen Anzahl von Gliedern befteht, ins 
dem die erfte ftattfindet, wenn die Zahl u gerade, und die zweite, 
wenn fie ungerade ift. 

$. 99. Bu dem Zwecke wollen‘ wir bemerken, daſſ bekanntlich: 


[ nu P= —+tim 
0 


ift, wo das obere der untere Zeichen angenommen werben muff, je 
nachdem die Conftante Y pofitiv oder negativ if. Es fein @ und € 
zwei andere pofitive Größen, und wir wollen 6x und Edx refp. für 
xz und dz feßen, woburd die Grenzen des Integraled nicht geändert 
werben, fo erhalten wir: 


® sin6yx 
N —— 


0 x 





und wenn man mit JO multiplicirt und hierauf von E=1 bid e=« 
integrirt, fo folgt: 


j | 
S, (cosyz — cosayz)-;—=F4a(l—e)y. (8) 


Diefe Gleichung findet offenbar für y=0 ftatt, obgleich die, 
woraus fie abgeleitet ift, in dieſem beſondern Falle nicht ftattfindet. 


dx 
Ihr erfter Theil ift die Differenz zweier Integrale cos —— 
0 | 
bei d 
und /. cos y x - wovon jeded einen unendlichen Werth hat. 


Aus diefem Grunde koͤnnen ſie nicht einzeln betrachtet, und der Werth 
von x kann in dem einen nicht geändert werden, ohne daſſ ed in dem 


* da 
andern gefhieht. Sekte man z. B. — und — fir x und de in 


das erfte, fo verwandelte es ſich in « S cos YzZ und wenn man 
0 | 


‚die beiden Xheile der vorhergehenden Gleichung burc 1 — 0% dividirte, . 
fo erhielte man: 

D dx u ı 

J. cos Yx V( —-fyrTY, 
was ; ungereimt wäre. Diefelbe Bemerkung iſt auf jedes Integral, wel⸗ 


ches, wie ber erſte Theil der Gleichung (8). einen endlichen Werth hat, 
ber der Unterfchieb zweier unendlicher Integrale ift, anwendbar, Ä 


% 
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- B. 
Wir wollen dieſe Gleichung (8) mit — dy multipliciren, und 


dann ihre beiden Theile fo integriren, daſſ "ihre Integrale für Y =0 
verfchwinden, welhed: . 


I (sinyz-"?)2 G=rü— 1) 


si Integrivt man ein zweites Mal auf diefelbe Weife, fo Fommt: 
1—.o?\ das 
ff (00sy2— wur —-)- Z=tu—e) * 


eine dritte und eine vierte Integration würden ebenfalls 


= [err=-— Zr ar 











y* 
=+4— 977 2.3.4’ 
c0sayXx 1— ot 1—o2)y27dz_ 
2f” [one ae + ZH tr] 
y5 u . 
=FU— e);- 2.3.4.5 


geben, und. wenn man auf dieſe Weife fortführe; fo würde man zu 
Gleihungen von der Zorm: Ä 


=), ler +a-0d] 
' ’ u 
1.2.3...0° | 


=S, [es 7-—= +1 10 
—*J* 


1.2.3...% 





= +)" (1—.e) 





= as (1—e)- 


gelangen, wovon bie erfie dem Falle entfpricht, wenn z eine gerade 
Zahl und die zweite dem Falle, wenn / eine ungerade Zahl iſt. Die 
Größen C und C’ find beftimmte Conſtanten, welche von-& und y 
abhängen; aber deren leicht zu bildende Ausdruͤcke wir bier nicht zu 
Tennen brauchen. 

Setzt man in jeder diefer Gleihungen Y+e.und Ye ſtatt Y 
fo erhält man dur Subtraction der Brefultae: et J 
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1) or 1 da 
—/ | eos zsınse — m Tr —.)D]| CH 
70 ” —1 rt 


a 
—_1V#l1—a 
Nett], 


— [sinyzsiner— ira — * 
—ı 4u— 1) — a 
+), 


wo die Wonſtanten D und D’ von C und C’ verſchieden find. Sekt 
man ferner fucceffive y+(u— 2n) g und y—(u—2n) g für Y, 
fo erhält man, indem man die aus der erften Gleichung erhaltenen 
Refultate addirt und die aus der zweiten erhaltenen fubtrahirt: 


8 —A 
—/ [eos (u—2n)grcosyxzsinexr — 
0 





cosa(s— 2n)gxcosayzsina2x ds 
m ra - c) E| m 
— ae ner [#(yHug-angt)" + (v-ug+2ng+e)" 


F(ytug — 2ng— :PFy—ug+2ng— gr], 
nn 
2/. [ru —2 n)gcosyzsinex— 


sina(u— 2n)gwcosayzsinas® 
ft 


_ 1,1 
=" ——— [==-+u8-ang+)" FW—ng-tang+e)" 


Te) 2], 





FwtRg Ing ty —ugtang- |, 


wo E und E’ aud von D und D’ verfchiebene gonfianter find, 
Gibt man der Zahl r die fucceffiven Werthe 0, 1, 2, 3, ..., ſetzt 


der Kürze wegen: 


u= [cosug2—c0s a2) g.+—— ! cos (v—4)gx 


p-u— 1.u—2 
— vr We cos(u — —8 


cos y X Sin e 
— 1 


+ 











⸗ N) + — 1 . f 
v= sinugz—usinu-2)gz+® — sın(u—4)gx 
n.ua—1l.u—2 . | rer: 
— sın (u — 6 Ic. | ————— 
' 1.2.8 m Ig= tele „u g 


und bezeichnet mit u’ und v’ die Werthe von z und e, wenn man 
darin z in @z verwandelt; fo ergibt fih aus ben vorhergehenden 
Gleichungen: 


© — 4 % — 0) (— 1)3% 
EA — 4Hr-n-T) 


n  — 1.2.8,..4 
azor ds _ aa yHer 
—* ſe- *— —z 1, 2. 8... h „Mn J— ” 


wo F und F’ wieder von Em E verfchiedene Conſtanten iin. | 


In diefen legten Gleichungen iſt: 
——— 
+ "(yEng— 4549) 





BETT hung 6gt+o tete 
gefeßt und mit I” der Werth von IT’ bezeichnet, wenn Darin das Zei⸗ 
chen von g geändert wird, und ebenſo bezeichnen I‘, und I”, die 
Merthe von I’ und I”, wenn man darin das Zeichen von ⸗ verän- 
dert. Kehrt man nun die Ordnung der Glieder von I" und I”, 
welche nur in endlicher Anzahl vorhanden find, um, fo ift leicht ein 
zufehen, dafi I’=T und I/,=T, iſt, wenn u eine gerade Zahl iſt; 
aber n=—T und TV, ——T, ‚wenn / ungerade iſt. Die vorher 





gehenden Gleichungen rebuciren fie daher auf die folgenden einfachen: . 


(1—ea)Fidz 
—S, [% une — zu—1 —9 
_Q-e)(-1#*(r—r,), 
— 1. 2. 8... 4 | .. (9) 


es 
_a-o)(- Me r-r) 
Bee 77 Ye Vor 
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In jeder der beiden Größen. ZT’ und I”, welche biefe Gleichungen 
enthalten, muſſ man nad) dem Urfprunge ber doppelten Zeichen ihrer 
verfehiedenen Glieder dad obere oder untere Zeichen eines beliebigen . 
Glieded nehmen, je nachdem die darin vorkommende, zur Potenz u er- 
hobene Größe pofitiv oder negativ if. 

Nun bat man aber vermöge der Gleichungen (7): 

Puds Jun [7 m . das 
J —=(-29 2 J. sın se re 


a? 
[ de en » " /” sin Pazcosyzsinex 7, 
0 +1 


‚Die: in den zweiten Xheilen diefer Gleichungen enthaltenen In⸗ 
ad 
tegrale find endliche Größen; die Integrale SF: — — umb a 
0 
und folglich die, welche ſich daraus ergeben, wenn man u’ und vo 
fatt u und v feßt, haben auch endlihe Werthe, und mithin ift 


bie, in Beziehung auf die Gleichung (8) gemachte Bemerkung nicht 
meh auf die Gleichungen (9) anwendbar. Sekt man nun — und 





— fir x und de in die uw’ und vo" entfprechenden Steg, fo 
edle man: " 


— pe udx “ern Ir vds 
NS: —@ "a2 »’ o a2 

und vermöge biefer und der —— gormeln verwandeln fich 
die Gleichungen (9) in folgende: 





| ff sin“ gzcosyzsines +(— yrr/ —] 
* 0 0 girl 
— T—T, 
12.8.0 
4 [2 sin "groosyzsinez + (— 1) VD / —] 
” 0 „Prı 0 zur 


T—T, 
- I. 2. 3... 


. « d , , , . 
Da aber dad Integral fr * unendlich iſt, ſo koͤnnten dieſe 
0 — 
beiden Gleichungen nicht ſtattfinden, wenn die Conſtanten F und 7° 
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P=, — r— T',). 


| Su gleicher Zeit ft y=h—c und folglich: 


2 Tekltg—c+)+(h—g—c+:) 
T=t+h+8—c—)Rrk—g—c—2). 


Sn dem erften der eben angeführten 5 Fälle ift offenbar c-+e>. 
A+g und c—e<h—g; die zwifchen den Parenthefen ftehenden 
Srößen find in dem Werthe von I’ pofitiv und in dem von T', ne= 
gativ; man muſſ alfo bei dem erften die obern und bei dem legten 
Die untern Zeichen nehmen, und hieraus ergibt fih: 


| T=2g,1,=—2g, P=1. 


Im zweiten Falle bat man Jh g >c+te m h—g<e—e 
Man mufl alfo in den erften Gliedern von T’ und T', die obern und in den 
zweiten Gliedern derſelben die untern Zeichen nehmen, fo daſſ man hat: 


1 
T=2h—2c+2:., W=2h—2c—2e, Rem. 


. Im dritten Falle it a —g>c-+e, und man muff in den Aus- 
-brüden von T' und IT‘, die obern Zeichen nehmen, welches: | 


Tz2g, I,=3g, P=0 


gibt. Dan kann in dieſem britten Falle auch Hg <c— e haben, 
bo daſſ man Die untern Zeichen nehmen muff, die Werthe von T' und 
T, das Zeichen verändern und außerdem P=0 ift. 


Im vierten Falle it c-—e>h—g, c—e<h+g,cte>h+g 
fo daſſ man in den beiden Gliebern von ZT’, die untern Zeichen, in 
dem erften Gliede von I’ dad obere und in dem zweiten dad untere 
Beichen nehmen muſſ, woraus folgt: 





N — 
T-3h—_2c+2e, T = —2g, P= ec: 
Endlich ift im fünften Falle c—e<h—g, ce+e>h—g, 
 H<h+g Man muff folglich in dem Ausdrucke von T’ die obern 
Beihen beider Glieder, in dem Ausdrude von T, dad obere Zeichen 
bed erſten und das untere des zweiten Gliedes nehmen, welches gibt: 


T=2g, ,=2h-—-2c--2:, P= Ze, 
Yalffon’s Wahrfceinlichkeitsr. etc. 15 
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Für den Fall einer einzigen Beobachtung kann die Nachweifung 


der Nichtigkeit ded Werthes von P auch, vermittelft des allgemeinen | 


Werthes geichehen, welchen die Formel (4) gibt. Wenn man in. dies 
ſem Falle f,z ald eine discontinuirliche Function betrachtet, welche für 


ale, nicht zwifchen den gegebenen Grenzen @ und 5 liegenden Werthe 
Null iftz fo wird die Wahrfcheinlichkeit P, daſſ der Werth von A zwi⸗ 
fhen die Grenzen eFe fallen muſſ, offenbar ausgedruͤckt durch: 


P= nn Sı2dz. 


Nun hbat“man aber für u_1 nad) ben Formeln (5) und (4): 


x=/, EVTT padi, 


pP=——/” (/. EV ze) eV sinex, 
Je \J« | & 


und wenn man die Orbnung der Integrationen nah z und z umlehrt, 


und die imaginären Ausdruͤcke fortſchafft fo lAfft fich der Werth von ? 


Ä 


ſhzendermaher ausdruͤcken: 


1 78 sin (( e - 2)x ® sin(c—e—2)x 
—/. | f ug 4 —* 


Es iſt aber wie oben: 


—— 
12*4 
/, x 


jenachdem die Größe y pofitiv ober negativ if. Der Unterfchieb ber 
beiden Integrale nah = ift folglich =O oder =, jenachdem die bei⸗ 
den Größen c+e — z und c— 2 — z gleiche oder entgegengefehte Beis 
chen haben. Das Integral in Beziehung auf z rebucirt ſich alfe für 
jeden Werth von z, melcher entweder größer, ald ce, oder Heiner, 
ad c— e ift, auf Null. Es muſſ ſich alfo nur auf die Werthe von z 
erftredten, welche gleichzeitig zwifchen den Grenzen a und 5 und den 
Grenzen ce — e und c+e liegen, und da wir /,z für alle außer 





halb der Grenzen a und 5 fallende Werthe von z ald gleich @ be | 


trachten; fo rebucirt fi) der Werth von P auf das Integral: 


SE: dz, 


mad bewiefen werben follte. 


L 
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$ 101. Wenn u eine fehr große Zahl ift, fo Tann man bie 
Formel (4) durch ähnliche Transformationen, wie die in $. 95., in 
eine andere verwandeln, welche einen Näherungdwerth von P gibt. 


Zunaͤchſt wollen wir bemerken, daſſ ſich die Formel (5) folgenders 
maßen ausbrüden läfft: 


x= [ey 21 de, [N Üa,d, .. 
5b zzuV —ı 
J. e Juzudz,. 


Segen wir ferner: 


(Se Tnzneoszznden) + ([nmsinz2,dz,) =03, 


fo. wirb ed einen reellen Winkel 7, von ber Befchaffenheit geben, daſſ 


ı dz, 
— —— ——— —— =cosr, 


Er, SnZnSIP £ Zn dz „=sinr, 
Pn 
iſt, und wenn man ferner der Kuͤrze wegen 
0, 0205 ... O4 V, 
r, tr. tr . .. +r,=Y 
fest; fo verwandelt fih der vorhergehende Werth von A in: 
x-re’ 
Subfituirt man benfelben in bie Formel (4), fo erhält man 
folglich : 
& 
=—/_ Venen at 
V-ı 


*. 


und da die Elemente des zweiten Integrales paarweiſe einander gleich 
und von entgegengeſetztem Zeichen ſind, waͤhrend die des erſten paar⸗ 
weiſe einander gleich ſind und daſſelbe Zeichen haben; fo"reducirt ſich 





da 
——— z)sıne I—, 


— 


| bier Bert von Fauf— 


15* 


! 8 
’ 


— —— — | | a 


Sur 20 ift 0,1 und für jeden andern Werth von x it 
der von go, kleiner, als die Einheit; denn der Ausdruck von 2 lAfft 
fi) offenbar in folgenden verwandeln: 


= /, Imzesszde. [ In2' cos. 22'dz' + 
S[. S„zsinxzdx. N pFsinzzdr, 


welcher gleichbedeutend ift mit: 


a=/ [hear 0052 (2— N) dzdz. 


Diefe Größe ift aber offenbar für jeden von ber * Einheit verfchiebenen 
Werth von — Kleiner, als: 


IN RFALZE ‚ ober as [\, Suzdz Jerzez 


und folglich Heiner, ald Die Einheit, weil: 


Srza=1 ud / urdz'=1 
fein mufl. 


Iſt nun die Zahl / fehr groß, ſo folgt, daſſ das Product T, 
welches für ẽ 0 der Einheit gleich iſt, ſich im Allgemeinen auf einen 
fehr Heinen Bruch reducirt, fobald die Werthe der Veränderlichen z 
nicht. mehr fehr Fein find, und welcher ftreng gleih Null fein wiirde, J 
wenn z unendlich werden koͤnnte. Wird alfo, wie in $. 95., vom 
dem befondern Kalle abftrahirt, wo F gegen eine von Null verſchie⸗ 
dene Größe convergirt,*) fo darf die Größe z in dem in der Formel 
(11) vorkommenden Integrale nur fehr Meine Werthe bekommen, an 
deren Grenze der Werth von F unmerkflich wird, fo daſſ, wenn man 


_ 62 
Y=ze 


ſetzt, die Veraͤnderliche 6 an dieſer Grenze unendlich groß angenommen 





) Wegen ber unterſuchung dieſes beſondern Falles verweifen wir auf unfere % 
reits in $. 60. angeführte Abhandlunge in der Connaissance des: Tems Tl, 0,3 


N 
N 





-. 


werben Tann, und daff man, wenn man biefe Veranderliche für x 
in dad Integral fubftituirt, Null und das Unenbliche für die Grenzen 
des Integrales in Beziehung auf 9 nehmen muff. 

Um x und dx vermittelft 6 und d0 auszubrüden, entwideln 
wir die vorhergehenden Werthe von 9, cos r, und Q, sin r, nad 


den Potenzen von =. Setzt man unter den Integralzeichen = ftatt 
j Zu und: | j 


b A un 
N, z/n2de=h,, [, /n2dı=ki, 
d os 
JS, Srde=k, etc., 


fo hat man in convergirenden Reihen: 


u? ‘ „0 
nt ? —£lc., 


cosr_1—- — 
. on N 12" BERG 





nt elc. 


0„sinr, ch, — 


Seht man ferner: 
4(k, kK)= Bar 4 „_sk,k,t+2Kk2)=g, ete., 
ſo ergibt ſich aus dieſen Reihen: 
0, =1-z2h, tr, — ee, 
r—xch, rn elc., 
und auß bem Werthe von 0, ergibt fi) alsdann: 
Ang — ar hu tt (42) —ete 
Seht man ferner: 
| | zk„—uk, zh,—uh, Zg,2=u8, 
z(4,—14h2)=ul, eie., 
wo ſich die Summen Z immer von n=1 bi! nu erfireden, fo 
| bet ji log Y= — 0? = — z2uh+xtul- ete., 
uud folglich: u 


. 280 


0. 





— — * etc. 
* Vuh Fa 
dx do , 1040 
| zz, tr „ih? +ete. 
und zu gleicher Zeit hat man: 
y-er=luk-)2— rate ” 





cos(Y _ cx)—=cos(uk — 0) + —_sintuk —D)xtete. 
Vermittelſt diefer verfchiedenen Werthe verwandelt fich die Formel (11) in; 

2 2 _92 . do. 
P=—/ e cos(uk — e)rsinex— 





+—— le" sinuk— Yzsines 02.06 | 12) # 
ahV ah) 0 | 


wenn man die Glieder hinwegläfft, worin ww als Divffor vorkommen 
würde, und = für feinen Werth unter den Zeichen sin unb cos bes 
behält. 

Sept man: 


c=uk, | | 

fo rebueirt fich diefe Formel auf: ' 
P=- [" ee sin. _d0 
140 Vahe’ 


wenn man annimmt, daſſ das Verhättniff von e zu V u keine ar | 
Zahl ift, fo dafj man den Werth von ex auf fein erftes Glied —— ya 


reduciren Tann. Da aber @ eine unbeflimmte Conftante fi; fo hat 
man nach einer bekannten Formel: | i 





DD 
/. e 0° cos 00=4V > u 
Jo va | 


Multiplicirt man dieſen Ausdruck mit — und integeit dan⸗⸗ 
von @=-0 bis «=e, fo ergibt ſich: 


\ 


— —— — — 
» . 


und wenn man 
«—=21V uk, d«e=23V uhd!,e=2uV uh 
fest, und erwägt, daſſ: 


_ _ © _y 
[*: a di=4Va— [ e 2 qı 
0. u 
tft; fo folgt enblich: 
2 © 2 

P=Z1— Z—/, e di (13) 
für die Wahrfcheinlichkeit, daff bei einer ſehr großen Anzahl u von 
Berfuchen die Eumme s der Werthe von A zwifihen den Grenzen: 

ukF2uV uh 

liegt, ober was daſſelbe ift, für die Wahrfcheinlichkeit, daſſ der ſich 


aus diefen zu fucceffiven Verſuchen ergebende mittlere Werth — — von d 
zwiſchen den Grenzen: 


2uVX | 


k 
77 





liegt. 

$. 102. Wenn man der Größe z einen wenig beträchtlichen 
Werth gibt, fo daſſ aber die Formel (13) einen fehr wenig von ber 
Einheit verfchiedenen Werth gibt, fo folgt daraus, daſſ dad Verhältniff 


| pr wahrfcheinlich fehr wenig von der Größe k verfchieden ift, und ba 


diefe. Größe die Summe ber möglichen Werthe von 4, mit ihren refp. 
Bahrfcheinlichkeiten multiplicirt und durch die Zahl u der Verſuche divi⸗ 


dirt, ausdrudt, d. b. die Summe biefer mit ihren refp. Wahrfchein- 


lichkeiten multiplicitten Werthe; fo folgt endlich, daſſ der Sag in 8.53. 
auf dieſe Weife in feiner ganzen Allgemeinheit bewieſen ift. 

Bei einer fehr großen Anzahl u von Verſuchen nähert ſich alfo 
die Wahrfcheinlichkeit, daſſ der mittlere Werth von A fehr wenig von 


ber Größe Xverſchieden ft, fehr ber Gewiſſheit. Die Differenz -— — K 


J 


\ 
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nimmt fortwährend ab, je größer m wirb und würbe vdllig © fein, 
wenn diefe Zahl unendlich groß mwürbe. | 
Wenn man eine ebene Curve conftruirt, deren veränderliche Coor⸗ 
dinaten z und /, 2 find, fo drüdt fie dad Gefeb der Wahrfcheinliche. 
"keit der Wertbe von A in dem nten Verfuhe aus, fo daſſ das 
Element f, zdz der von biefer Curve eingefchloffenen Fläche die un= - 


enblich Heine Wahrfcheinlichkeit des Werthed von A ift, welcher durch 
die Abfeiffe z ausgevrüdt wird. Die Eurve, deren veränderliche Coor⸗ 


1 
dinaten z und 7 /n z find, brüdt ebenfo das Geſetz der mittlern 
MWahrfcheinlichkeiten der Werthe von A für die Reihe von u Werfuchen 
b | 
aud. Da dad Integral J. I,zdz=1 ift, fo wird die von dieſer 


Curve eingefchloffene Fläche von z=a bis z=Dd au dur die Eins 
heit auögebrüdt, und wenn man bie Abfeiffe ihres Schwewunktes mit 
Tbezeichnet, fo hat man: 


k=tzf, zfn2de=L, 


fo daſſ dieſe Abfeiffe die Größe A ift, gegen welche in allen Faͤllen 
ver mittlere Werth von A convergirt. Diefe Größe tft jedesmal —=O 
wenn die Werthe von 4 ihrer Natur nach bei jedem Verſuche gleich 
und von entgegengefeßtem Zeichen find und gleihe Wahrfcheinlichkeiten 
"haben, d. h. wenn für alle Werthe von n und 2: 


In 2) =fn2 
ift. 
Die Größe h muff pofitiv fein, damit die Grenzen von Pr reell 
ſind, was ſich auch > leicht darthun tft; denn nach dem Werthe von 
Äh, und 'wegen In de =1 kann man ſetzen: 


ah = f, = ade SY z'dz’ Je z/„2dz. f z’f„z'dz', 
oder was daffelbe ift: | 


=, ——— — zz) 2/2’ 4zdz', 


oder auch: 
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' 2,=/, |, a" — ez)f2'I„z4e' de; 


folglich, wenn- man biefe legten beiben Gleichungen abbirt: 


45h ll au 24 77) z’dzdr'. 


Run ift aber biefer Werth von 4, offenbar poſitiv und Tann 


nicht mehr Null werben, weil alle Elemente des doppelten Integrales 
poſitiv find, und daſſelbe sit roigtich auch von der Summe ZA, und 
von. A. 


Der einfachfte Fall ift der, wo alle Merthe von 4 waͤhrend der 
ganzen Reihe det Verſuche dieſelbe Wehrſcheimitchkeit haben. Alsdann 
bat man für jeden Werth von n: 


In = 
damit diefer conflante Werth hr der Bedingung J. prde=1 ge 
nügt, und hieraus folgt: 

k,„=k=%(@a+b), 
h er 





b—a’ 


Die Grenzen der Grdſe — — , deren Wahrfcheinlichkeit P ift, find 
folglich : | 


u(b — 4) 
b 





Zub 

nd fie rebuciren fih auf FF, wen —— hat. Ni 
und fi ſich IF n man @ hat. Nimmt 
man . B.: 

| u=0,41765 ($. 82.), 
fo iſt es ‚gleich wahrfcheinlich „ baff der mittlere Werth — innerhalb, 
b 
ober außerhalb der Grenzen F (0,380) = Tiegt, und wenn man 4-=600 
| u 


ſetzt, fo kann man 1 gegen 1 wetten, daſſ der Werth von — nicht 
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um eine beträchtlichere Größe, als u 


ſchieden if. 

Diefer- Fall findet flatt, wenn ein Punkt M bei jevem Verj 
auf eine gerade Kinie von der Länge 25 fallen fol, und wenn 
Lagen ded Punktes M auf diefer Geraden ald gleich wahrfcheinlich 
‚genommen werben. P ift alsdann die Wahrfcheinlichkeit, daſſ 
mittlere Entfernung des Punktes M von der Mitte: ber Geraden 


einer fehr.großen Anzahl u von Verſuchen den Theil var der ba 


Länge b diefer Geraden nicht überfchreitet. Wenn ber Punkt M 
jedem Verſuche auf die Flaͤche eined Kreifes von dem Halbmeffe 
Fallen folte, und alle gleichen Entfernungen des Punktes M vom 9 
telpunfte des Kreiſes ald gleich wahrfcheinlidh angenommen werben; 
ift Har, daſſ die Wahrfcheinlichkeit /, 2 dz für eine Entfernung z 
fer Entfernung proportional if. Würde diefe Wahrfcheinlichkeit n 
rend der Verſuche als unveränderlic) angenommen und man bem 
daſſ alle Entfernungen ded Punktes M. vom Mittelpunfte des Kr 


| 2 
zwiſchen Null und 5 liegen; fo müffte man Ine= 


Zn ?=0 016) von Null 





z nehmen, 


25 
der Bedingung J AnzIz=1 zu genügen, fo dafj man hätte: 


k. ki =, 2 „„ah=4b2—4bz, 


und P wäre die ahnt, daff bei u Verſuchen die mit 
Entfernung des Punktes M vom Mittelpuntte des Kreiſes zwil 
den Grenzen: nn 

3b ub 

Fo 
liegt. 
G. 103. Obgleich wir angenommen haben, daſſ bie Größ 
alle zwifchen den Grenzen 4 und d liegende, aber ungleich wahrſch 
liche Werthe annehmen kann (97), fo find die Formeln, welche 
erhalten haben, doch auch auf den Fall anwendbar, wo die An 
‘der möglichen Werthe von A begrenzt ift, und man braucht zu 
Zwecke nur die Functionen f, z, fa 2, Sa z, elc., welche die Ge 
der Mahrfcheinlichkeiten der Werthe von A bei den / fucceffiven $ 
ſuchen ausdruͤcken, als discontinuirlich zu betrachten. 

Denn c, Ca, Eye. c,, ſeien 9 zwiſchen @ und 5 lieg. 


‚Bere von z, , und wir wollen annehmen, daſſ die Function /,z für 
alle Werthe von z verfchwinde, welche nicht von einer der ‚Größen 

C gr ..; C, unendlih wenig verſchieden find. Ferner wollen 
wie, indem 5 eine unendlich Heine Größe bezeichnet, annehmen , daſſ 


Sc ned, Je, " Anzdz=rz,... 
Nfarde=r, | 


it, ſo daſſ Anur v gegebene Werthe €], Car Egı ... ©, haben 
‚kun, deren tefpective Wahrfcheinlicheiten bei dem mten Verſuche 
Yır Yar Ya - ++ I, find, und für bie verſchiedenen Verſuche, d. h. 
mit ber Zahl rn veränderfich fein koͤnnen. Da aber einer diefer Werthe 


bei dem za ten Verſuche zuverläffig flattfinden muſſ, fo muff man für 
alle Werthe von n=1 bis n=u haben: 


Yıtratrst.--+97=1. 
Diefe Summe ber Größen YırYar Yaı--- iſt überdies ber 
Verth des Sntegrales / Mædea, und dieſe Gleichung erfuͤllt die 


Bedingung Sf: Inzdz =1. 
Für einen beliebigen Inder 2 hat man ibentifch: 
Szfnzdze = a/fnz4zt/( —- nzdzı, . 
Serfüzdz—i} SSyedet+rof@— furdzet 
JS — ey? f„z de. . 


Wenn man diefe Integrale zwilchen den Grenzen c FÖ nimmt, 
ſo verfchwinden diejenigen, welche den Factor z—c; unter dem In⸗ 
tegrationszeichen haben, weil diefer Factor innerhalb biefer Grenzen un 
—* klein iſt, und die uͤbrigen Integrale haben den Werth Yp Man 

t alſo: 


c;to ctö | 
J Henzde=ne SErfedeene ‚ 
& 


woraus folgt: 
> Ä 
. JS zfnzdz=YıcıtYaCatYacat . +7,5: 


“ 











"für vie Wahrfcheinlichkeit, daff die Summe s der 1 Werthe von A zwi⸗ 
ſchen © ımb 2. liegt. Hieraus folgt, daſſ das in Benehung auf ⸗ 
genommene Differenzial von P, naͤmlich: 


dP 2d — do 
ef”. 0° cos (Bez — uk2)—— 
"JO 


agde 
xhV ah 
Die unendlich Heine Wahrſcheinlichkeit ausdruͤkt, daff s genau = 2e iſt. 
Bemea wollen wir: 
 ge=uk+t2vV un, ds=V uhdv 





Se” sin(2ex — ukx)x02d9, 
0 oo 


dp 
ſetzen, und durch ® dv den coreefpondirenden Werth von 7 ds, worin 
" o " 1 . 
bie Größen von ber Kleinheitsordnung von 7 vernachlaͤſſigt ſind, fo daff 
u era 0 oe | 
men den Werth von = auf dad erfte Glied 77 ſeines Reihenaus⸗ 
| - u 
druckes (8. 101.) rebuciren Tann, bezeichnen; fo kommt: 


do er? _ 
adı=— f e 9° 20s(2v0)d0 — 
"Jo | 


_Bgdo — 02 . 
e sin(2 v0) 08 dO 
nV (200) , 
und wegen: 


| S ee" cos(2v0)d9=4V ne, 
0° . 
f ee sin (2 v6) 08 do—1V x (30 — 4 v8) ee. 
0 


nimmt diefer Werth von @ dv die Form: 


1 —vu2 
oadv=-_— 1— ya P) dv 
Zr 
an, wo U ein Polynom bezeichnet, welche8 nur ungerade Potenzen 
von o enthält und auf das Refultat unferer Rechnungen keinen Einfluff 
bat, von welcher Befchaffenheit e8 auch fein mag. Diefer Ausdruck 
von adv ift alfo die Wahrfcheinlichkeit, daff die Summe s. dem vor- 
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bergehenden Werthe von 2s gleich ift, oder, wenn man durch se divb 
dirt, die Wahrfcheinlichkeit der Gleichung: 


K A 


morin # eine pofltive ober negative, aber gegen Vu fehr kleine Größe iſt. 

Wir wollen nun alle die bekannten oder unbekannten Urfachen; 
welche fich gegenfeitig auöfchließen und der Größe A einen der Werthe, 
welchen fie annehmen kann, ertheilen, mit C,, Cy, Cgr ... C, bes ° 
zeichnen und ihre refp. Wahrfcheinlichfeiten , deren Summe ber Einheit 
gleich ift, und wovon’ jebe einen unendlich Eleinen Werth "haben würbe, | 
wenn bie Anzahl diefer möglichen Urfachen unendlich groß wäre, mit 
Yır Yar Yar · . . Yo Da die möglichen Werthe von A alle die zwis 
ſchen den Grenzen a und 5 liegenden unendlich vielen Werthe find, fo 
ift die jeder diefer Urfachen entfprechende Wahrfcheinlichkeit jedes dieſer 
Werthe unendlich Hein. Die Wahrfcheinlichkeit, welche die Urfache Cr, 
wenn fie gewiff wäre, dem Werthe Z von A geben würde, wollen‘ 
wir mit Zidz bezeichnen. Das dem nten Berfuche entfprechende Ins 


b 
tegral J. zf,zdz Tann alfo » verfchiedene Werthe: | . 


[Ada S. erden... |. z2,dz 


haben, deren Wahrfcheinlichfeiten die der entfprechenden Urfachen find, 
jo daſſ Y, bei einem beliebigen Werfuche die Wahrfcheinlichkeit des 


b 

Werthes [ zZidzdz ausdrüdt. Die unendlich Heine Wahrfcheinlichs 
a | y ; 

keit eined MWerthed des Mittels —: S. zfn2 dz wird alfo nad) der 


vorhergehenden Regel beftimmt, welche dem. mittleren Werthe — einer 


beliebigen Größe in einer fehr großen Anzahl u von VBerfuchen ents 

fpriht, und s ift alddann die Summe der unbekannten Werthe von 
b 

f. z/„20z, welche in diefer Reihe von Verſuchen ftattfinden, und 
[73 


die Größen, welche man für c und A nehmen muff, werden nach ben 
v möglichen Werthen dieſes Integrales beftimmt. 
Nimmt man nun diefe 9 Werther. 


| b Pe 
[2214 M z2Z,dz, ..o J 44: 
@& 1/7 [73 


— — 
* 
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für bie in '$. 103. mit a Car... c, bezeichneten und ſetzt der 
Kürze wegen: | 


y=sy zZ,dz, 


e=451,( [}e2d2)" -4(5%. JSy:242), 


‘wo das Zeichen S eine Summe bezeichnet, welche ſich auf alle Indices 


& von 21 bis 3=9v erſtreckt; fo find es die nach den Formeln dies 
ſes $. von m unabhängigen Größen y und ß, welche man für k und A. 
nehmen mufl. Bezeichnet man alfo mit o, eine pofitive oder negative 
und gegen V u fehr Heine Größe, ift 7, ein Polynom, welches nur 


Ä ungerabe Potenzen von v, enthält, und feßt man: 


2,du= 7: (1-7 r,)e — de; 


fo ift diefe unenblih Heine Größe a,dv, die Wahrſcheinlichkeit ber 
Gleichung: 


Nimmt man ebenfo an, daſſ die Größe: 


1 nrde-4(/, efnede)" 


y verfchiebene Werthe bekommen ann, welche den Urfahen C,, C,, 
. C, entſprechen und deren MWahrfcheinlichkeiten bei jedem Verſuche 
die diefer Urjachen felbft find, und bezeichnet v,, eine pofitive oder ne- 


gative Größe, von ſolcher Befchaffenheit, daſſ dad Werhältniff Yen 
A 


ein fehr Meiner Bruch iſt, und ift 7, ein Polynom, welches nur un- 
gerabe Potenzen von 9, mund fegt man ferner: 


od — (1— 75 r,)e “ge, 
und ber Kürze wegen: 


=487,/. 22 ZAdz—4Sy, (/; 2 de) ; 
Poiſſons Sahrſcheinlichteitsr. etc. 16 
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fo if diefer Ausbrud von w,,de,, die Wahrfcheinlichkeit, baff db 
Mittel aus den 1 Werthen der in Rede ftehenden Größe, nämlich: 


=? Jeenrde- (Se ahsde)) 


| 1 
nur um eine beſtimmte Groͤße von der Kleinheitsordnung von 77 



















welche wir aber nicht zu kennen brauchen, von & verſchieden iſt. Uebrigens 
ift diefes Mittel nichts anders, als die Größe 3 in 8. 101. Wenn man. 


1 
alfo die Größen von der Kleinheitsorbnung des Bruches —, vernachiä J 
fo brauht man nur & flatt + in das zweite Glied des vorhergehenden 
1 | 
Werthes von — welcher ſchon von der Ordnung von Vz tft, zu 
u 


tzen, wodurch man erhaͤlt: 


Ss, 2vV a 
—ı-k +, 
. Vu 
und die Wahrfcheinlichkeit dieſex Gleihung würde wieder = dv fein, 
wenn ber angewandte Werth von A geyiff wäre Da aber bief 
Merth nur eine von der Veränberlihen v,,, welche nicht in dem W 


the von — vorfommt, abhängige Wahrfcheinlichleit w,, dev,, bat; | 


folgt, daſſ die Wahrfcheinlichkeit dieſes lebten MWerthed. durch das P 
duct aus w dv und der Summe der Werthe von w,,de,,, welche 
len Werthen entiprechen, die man der Größe 9,, beilegen Tann. voll 
ftändig audgedrüdt wird. Obgleich aber diefe MWerthe gegen Vu fi 


Elein fein müffen, Fann man wegen des Erponentialfactors e hr 
&,,dv,, das Integral von w,,de,, doh von ve ,=—@ bis ev, —@ 
erfireden, ohne den Werth deſſelben merklich zu ändern. Der von F,, 
abhängige Theil dieſes Integraled verfchwindet, weil er aus Elementen 
befteht, welche paarweife einander gleich find und entgegengefeßte Zei⸗ 
chen haben, und man hat bloß: 


je 0) 
©, d v.—1. 


Die Wahrfcheinlichkeit der vorhergehenden Gleichung ift alfo immer! 
—=wde, wie wenn der angewandte Näherungswerth von 3 gewiſſ ges: 
wefen waͤre. Ä 
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Auch kann man bemerken, daff das Mittel: 
| af, Sarde 
td anders, ald die Größe X in $. 101. if. Der Ausdruck von 
dev, iſt alſo die Wahrſcheinlichkeit, daſſ der Werth dieſer Groͤße: 
k=y+ 20 * 
Subſtituirt man alſo dieſen Werth in den von — welches 
s 20, ve, 20Ve 


Pe er 


t, fo wird bie: Wahrſcheinlichkeit dieſer letzten Gleichung für jedes 
ertbepaar von » und v, durch dad Probict von ode» und w,d»e, 
Ided wir mit 0 bezeichnen wollen, auögebrüdt , fo dafj man: 








. 1 — 03 — 0,2 
0. — 1— v4 P)]e ’ dodv, - 
17 
t, wenn man das Glied, worin u ald Divifor vorkommen wuͤrde, 
swegläflt. 


Bezeichnen wir mit 0 eine pofitive oder negative Beränderliche, 
elche, wie v_ und o, gegen Vu ſehr Bein ift, fo kann man: 


v Ve+ voV «=6 Vate 


ken, und wenn man dieſe newe Veraͤnderliche flatt v, in die vorher 
hende Differenzialformel einführen. will, fo mufl. man fur vo, und de, 
e Werthe: 








sen, wodurch fie ſich in folgende verwandelt: 

(= oV o+86 +6 _ Vo — J 
— 1 (- 1 T)e Vır do dv, 
— — — Vs — — 7— Vs ’ 


in ZT ein von Y und V, herrůhrendes Polynom iſt, wovon je 
16* 





. fo hat man. 













2414 


des Glied eine ungerabe Potenz von v ober von 6 enthält. Da bie 
Gleichung: 


R V. | ’ as) < 
nur noch die Veränderlihe 6 enthaͤlt, fo folgt, daſſ ihre Totalwahr⸗ 
fcheinlichfeit die Summe der Werthe von o für alle pofitiven oder nes 
gativen Werthe, welche man der andern Weränderlihen v geben 
ift. Berner Tann man wegen der in dem Ausdrücke von o vo 
menden Erponentialgröße das Integral von v=—w bi v =@ 
fireden, ohne den Werth deffelben merklich zu verändern. Setzt m * 
alsdann: 





Vet Ve _, oVeFs_,, | 
Vs vs ' VW " 
und bezeichnet mit 7’ den Bert von 7 ald Zunction von 0 und @, 


tl T) 0 god, 


wo bie Grenzen der Integration in Beziehung auf bie neue Werän 
liche 0, wieder EX find. Bezeihnet man alfo feinen unenblich 
nen Werth mit 7d0, ® u fih: 


72° | 20 — 7a, 


für die Wahrfcheinlichfeit der Gleichung (14), wo © ein Polynom 
welches nur ungerade Potenzen von 6 enthaͤlt. 


Es kommt nun darauf an, aus dieſer Gleichung (14) die U 
kannte «6 zu eliminiren, welches, ‘wie man. fogleih fehen wird, 
möglich ift, weil fih der Ausbrud von & 6 auf: 


e+s=457,/ = Zude — (Sn/, »242)" 


teducirt und von der Summe; 


su), «Zudz) ‚ 


welche in jeber der Größen « unb 6 m unabhängig. in 


ndo= ed 
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$. 106. - Bendet man auf: 


b 
IS farder 
ſelben Schlüffe an, wie im vorhergehenden $., auf biefe um: 


u, —— 


minberte Größe und bezeichnet ihren mittlern Werth mit Ip, fo E 


ı b | 
Ä —ı/, zf„2d2=P 
z fo ift bie Bahrfücniäte, ef die Größe: 


en Lp nur um eine beflimmte röse von der Kleinheitsordnung von 
1 
— verſchieden “ =@,,dv,. Vernachlaͤſſigt man ferner wieder 


Va 
ie Glieder, worin — al Diviſor vorkommt, ſo ergibt ſi ch, wie im 


erhergehenden $., darf man in ber Gleichung (14) die Größe 4y 
att des Thäles: 


— z2ıdz 


B vorhergehenden Werthed von «+ E anwenden kann, ohne die Wahr- 
heinlichkeit 7 dO dieſer Gleichung zu verändern. Da ber andere Theil 
5 Werthed von «LE genau die Größe Zy? ift, fo hat man folglich: 


e+e=49 —4y2, 
ıd vermöge dieſes Wethes: verwandelt ſich die Gleichung (14). zu⸗ 
chſt in: 
Ss — — — — 
— —* * V29—2Y2 
— —* - 27?. 
Nun fei Z eine gegebene Function von z. Die Unterfuchung 


66. 97. und 101. und folglich der Ausdrud von ode im vorher: 
henden $. laſſen ſich ohne Schwierigkeit auf die Summe der Werthe 
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mebr enthalten, Die Differenz zwifchen fich ſchließen, welche zwifchen 
dem mittleren Werthe — von A und ber fpeciellen Größe Y, we | 


cher fich diefer mittlere Werth obne Ende nähert, ‚und welche er erzebs . 

\ Gen würde, wenn zu unendlich groß würde und die Urfachen Cy, Ca, Car 

. C, der möglihen Werthe von A fi nicht veränderten, ſtattfindet. 

$. 10%. Wir wollen nun annehmen, baff zwei ſehr lange Ver⸗ 

ſuchsreihen, die eine von wu und die andere von u’ Verfuchen -anges : 

flellt würden; es feien s und s’ die Summen der Werthe von A | 

in dieſen beiden Verſuchsreihen, ferner A, und A’, bie Werthe von 

A welche bei dem nten Verſuche ftattfinden were, oder flattgefuns 
den haben, und wir wollen: 


1 1. 
— Eh, 2A? = 


1 1 
7 z2 4 y 7 24, — 492 24 2 


ſetzen, wo ſich die Summe > auf alle Verſuche jeder Reihe, d. h. bie 
beiden erſten von —Lbis n= u umd die beiden letzten von n —1 
bis n=u! erſtrecken. Wenn ſich die Urſachen Ci, Cꝛ Cg, ... C, 
von einer Verſuchsreihe zur andern nicht aͤndern, ſo aͤndert ſich die 
Größe y in $. 105. auch nicht. Bezeichnet man alsdann durch 6 
und 6° pofitive, ober negative Veraͤnderliche, welche aber gegen Vs 
und Y ſehr Hein find, fo find die Gleihungen für die mittleren 
Werthe von A in diefen beiden Verſuchsreihen: 


s 01 s! 91 
—- —o, — = —— 15 
7 + V% ' pe Y + V ' ( ) 
und ihre refp. Batefüenkäteen nd und n'd6' werden audge 
druͤckt Durch: 
2 — 02 
I V: 14 








1 / 1 _92 
419 — —__ ___gl 2 
„do =75(t 73°)‘ a6, 


mo © und 9° Polynome find, welche nur ungerade Potenzen von | 
0 und 6 enthalten. Wenn ferner die beiden Verſuchsreihen aus vers 


fhiedenartigen Verſuchen beftehen, fo kann man diefe Werthe von * 
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iſt, welche fih aus ber. vorhergehenden ergibt, wenn man wieder 
bie Größen von der Kleinheitdorbnung von Fr vernachläffigt, | 


| Bir wollen den Werth von 4, welcher bei dem n ten Berfuche 
ſtattgehabt hat, ober, flattfinden wird, mit A, bezeichnen, und der Kürze 
wegen: , | 
nn 1 1 
mh, En -N?=yR 


ſetzen; fo if ibentiſch: 
| 1 s? 1 
= ah —— Fr 


\ und die vorhergehende Gieichung verwandelt ſich daher in: 


s 01 
- . —-y+—. 


zeichnet, fo ergibt ſich hieraus, daſſ das Integral der Wahrfcheinlich- 
feit 77 dO diefer Gleihung von O=u bi8 6=— u genommen, bie 


N 
> 
| Wenn man nun mit u eine pofitive und gegebene Größe be: 


Wahrſcheinlichkeit ausdruͤckt, daſſ der Werth von = zwifchen die Grenzen: 
| | ul 

Vz: 

faͤllt. Bezeichnet man dieſe lebte Wahrfcheinlichkeit mit T', und be 
rüdfichtigt den Ausdruck von 7dP, fo hat man: 


1 u _092 1 w _92 
I= af e do — = / e @d6, 
Vs Vru)-u | 
«und da © ein Polynom ift, welche nur ungerade Potenzen · von 0 
. enthält, fo ift das zweite Integral =O, und man hat blos: 


T= m /“ e”" de, 
Ve 


welches Reſultat mit dem Werthe der durch die Formel (13) gege⸗ 
benen Wahrfcheinlichkeit P übereinflimmt. 
Diefe Formel druͤckt alfo die Wahrfcheinlichkeit aus, daſſ die 


_ I e 
Grenzen Fr welche nad den Werfuchen Feine unbelannte Große 
Vu | | 





YF 
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indem IT ein Polynom it, worin, jcbes Glied eine ungerabe Dot 


von .2 ober von 9 enthält. Da der Werth von — — — nur n 


die Beränderliche 2 enthält, ſo wird feine Wahrfcheinlichkeit durch | 
auf alle Werthe,. welche man ber anbern Veraͤnderlichen 6 geben fa 
erſtreckte Integral ‘von % audgebrüdt, und wegen der in % vorkomm 
den Exrponentialgröße kann diefed Integral von — bis 6* 
genommen werden, ohne daſſ ſein Werth merklich geänbert wird, S 
man alddann: . . " . 


| eV RatRa, Hy 


— —— mt, 
Vu 12727 
2 
vers Vrrter dt, 
" "Ya 
und bezeichnet ben entfprechenden Werth IT mit IT, fo erhält man: 
j „=la—m. na dt’ dt, 


wo bie Grenzen ber Integration nach 2' wieber =» fin, ı 
wenn man-die unendlich Kleine Wahrfcheinlichkeit des vorhergehen 


Werthes von I mit Ü di bezeichnet; fo hat man: 


tdi=—_-1—T)e”” 
a 77 | 
wo T ein Polynom ift, welches nur ungerade Potenzen von Z ı 
hält. Wenn wir endlih mit zz eine gegebene pofitive Größe und 
\ 4 \ 
A die Wahricheinlichkeit bezeichnen, daſſ die Differenz * Zum 3 
GE A 


fehen die Grenzen 


uV 2 u „ —— 
*—— FE 
V un 


2 U _y42 
TH Fa 


was mit dem durch die Formel (13) gegebenen Werthe von P ül 
einſtimmt. Diefe Größe P ift alfo die Wahrfcheinlichkeit, daſſ 


| fällt; fo haben wir: 
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aus biefen beiden Verſuchsreihen ergebenden mittlern Werthe - 


4 ” \ ö 

7 ohne Ende gegen .diefelbe Größe, welche ber wahre Werth vo 
(8.60). In diefem Salle ift alfo die Unbefannte y „für die „Deit 
obachtungsreihen diefelbe, und die mittleren Werthe — und z fi 


wahrfcheinlich fehr wenig von einander verfchieben; aber die Unb 
@+E kann für diefe-beiden Beobachtungsreihen fehr verfchiebe 
fo daſſ die Größen Z und ſehr ungleich werben. Wenn die 

‚diefer Größen bekannt find, fo kann man fragen, welches die v 


. . s _ 
haftefle Combination der mittleren Werthe 7 und er) iſt, um 


bie Grenzen von Y ober den wahren Werth von A abzuleiten. 
. Um diefe Combination zu_ finden, wollen wir mit gi 
unbeflimmte Größen bezeichnen , deren Summe der Einheit g 
und die Gleichungen (15), nachdem wir ‚die erſte mtg u 
zweite mit g' multiplicirt haben, zufammenaobiren; ſo erhalt: 
die Gleichung: \ 
_ € s’ glo gl 9 
| a HM Yu Vu 
deren MWahrfcheinlichkeit nad; dem weiter oben Gefagten für allı 
thepaare von 6 und 6° gleich ı ifl. Nun ergibt fi aber aus 
der eben ausgeführten ähnlichen Rechnung, daſſ die durch die 
(13) gegebene Größe P die Wahrfcheinlichkeit ausdruͤckt, ef d 


Pelannte Werth von Y zwiſchen den Grenzen: 


gs | 8's’ uV TR ER ' 
u 


—F Soll alſo die Amplitude dieſer Grenzen fuͤr dieſelbe Wahr 
lichkeit P, d. h. für jeden gegebenen Werth von w die moͤglichſt 
‘ werden, fo muff man g und 2’ dadurch beflimmen, daſſ m« 

in Beziehung auf diefe Größen genommene Differenzial des So 

ten von u gleich Nul fest. - Wegen gt,’ =1 und dg'= 

ergibt fich hieraus: 

a 27° Bu 
ÿ ÿ-(M-E EFmupan' 


und die engſten Grenzen von y find: 
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... find alfo, wie weiter oben bemerkt worben, höcft wahrſcheinlich 
ſehr wenig von einander verſchieden. Erſtreckt man die Summen 3 
auf die ganze Beobachtungsreihe, d. h. von a=1 bi n=mu-tu 
+u'+ ..., und feßt: 
1 
re 
ı 
— — — _—_112—1]2 
‚tu + a" tete. Bu a: 2 
fo Tann man Z, für den gemeinfchaftlichen Werth von Z, 4, 2°, 
nehmen. WBermittelft dieſes Werthes verwandeln ſich die vorhergehen⸗ 
ben Grenzen der Unbekannten Y', deren Wahrfcheinlichfeit durch bie 
Gleichung (13) ausgedrüdt wird, in: 
stetsitete _ Bl 
it Fu tete. — ——— 

was mit dem in $. 106. für eine einzelne Verſuchsreihe erhaltenen Re⸗ 
ſultate uͤbereinſtimmt. 

$. 109. Die zu Ende des $. 104. angeführte Aufgabe uͤfſt ſich 
durch aͤhnliche Betrachtungen loͤſen, wie die, wovon wir eben Gebrauch 
gemacht haben. 

Es ſei die Anzahl von Malen, welche das Ereigniſſ E von einer 
beliebigen Natur in einer fehr großen Anzahl u von Verſuchen flatt⸗ 
findet, =m; indem fi die Wahrfcheinlichkeit von Z von einem Ver⸗ 
fuche zum andern ändert, fei p, die Wahrfcheinlichkeit, daſſ dieſes Er- 
eigniff bei dem nten Verſuche flattfindet. Ferner wollen wir: 


1 1 
 2Pa=9 


fegen, mit v eine pofitive ober negative Größe bezeichnen, welche aber 
gegen Vu ſehr klein iſt und durch U die Wahrſcheinlichkeit der Glei⸗ 
chung: 





"ep Vp- 


ausdruͤcken. Wenn man zur Vereinfachung der Rehmungen das zweite 
Glied der Formel (2) hinweglaͤſſt, die Bedeutung der darin vorkom⸗ 
menden Größe X verdefihtigt, und darin v für 9 ſetzt, fo erhält 
man; 


.258 
1 02 
U=--—e 
! Ä V arg) 
Wie in $. 104. wollen wir alle möglichen Urfachen des Ereig- 


niſſes E, Fi Anzahl endlich oder unendlich fein fann, mit C,, Cyr 
Cz, ... C,, ihre reſp. Wahrfcheinlichkeiten mit Yy, Ya, Yar +++ Y 
und bie Wahrſcheinlichkeiten, welche ſie dem Stattfinden des Greigniffe 
E geben, mit C,, Cor Egr » + C, bezeichnen. 

Wenn man „, ald eine Größe betrachtet, welche bie v Werthe 
Cr C2, CS, +. C., deren Wahrſcheinlichkeiten Yır Yar Yan «++ Yu 
find, befommen Tann, 


Yıfı rat. . +9, c,=T, 
Yı“ı ı+y.rit.- 4 


v 


ſetzt, und mit v, eine gegen V ſehr Heine poſitive oder negative 
Beränderliche bezeichnet; fo ift die unendlich Heine Wahrfcheinlichkeit, 
daſſ genau: 
| oV 36 —2r 2 

kB. 
ift, der Größe a,dv, in $. 105, ober, wenn man den zweiten 
Theil ihres Yusdrudes vernachläffigt, der Größe 7° ende de, gleich. 


Wenn man ferner mit e,, eine gegen Vu ſehr kleine Veraͤnderliche 
bezeichnet, ſo iſt die Größe @,,dv, * demſelben §., oder blos 
775° en” dv,, die Wahrfcheinlichkeit, daſſ die Größe P—g von 


r—g nur um eine beflimmte, Größe verfchieden it, welche v,, pro: 





Der+ Ve 





portional und von der Kleinheitsorbnung von 7 if. Und wenn 


man ferner bie Größen von ber Ordnung von — unberici ichtigt laͤſſt, 
9 ergibt fich, daff man r—o für p—g ſetzen Fann, ohne die Wahr: 
ſcheinlichkeit U des vorhergehenden Werthes von — zu verändern, wo⸗ 
durch ſih dieſer Werth in folgenden verwandelt: | 





Sekt man ferner: 
1 —— 
Vae-) 


fo muff man, damit m eine ganze Zahl fei, für v nur bie pofitiven 
oder negativen Bielfachen von 5 nehmen, welche außerbem gegen p- 


‚ fehr Hein fein müffen. 


Addirt man nun die beiden vorhergehenden Werthe von p und = 


fo erhält man die Gleichung: 
m__ o, Vz⸗256 oV ?2r—2p 


HT 





deren Wahrſchemlichkeit für jedes Merthepaar von "und durch das 


Product aus U und en or” dv, auögebrüdt wird, fo daſſ ‚wenn. 


A 
man fie mit ⸗ bezeichnet: 


0202 
et 9 de, 


— — 
 =V 2u(r—e) 








ift, wenn man r —g ſtatt p—g in ben Ausdruck von U/ ſetzt. 
wollen 
— r—r? r—.o? 
„=oy Zr V; 72! 
— r? 
dv, = — 4 
er" 
fegen, ‚fo folgt daraus: . 
m_,.V®r 27 
| # Vu “ 
und hieraus folgt: 2 
_m oV 2m(»— m) 
m 57535 
K 7 


® . ⸗ ⸗ 1 
wenn man die Glieder von der Kleinheitsordnung von 7 unberuͤck⸗ 


ſichtigt laͤſt. Zu gleicher Zeit hat man: 


“ 
a Lo — 
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— ſo20- r2)4+200V r— 72) (r—o)-+0%r—r2)' 
8d9 r—r? ⸗ e— r3 





” p—r? ' ’ 


wenn man ben Werth von  berüdfihtigt. Da aber der Ausdruck von 
r die Größe v nicht enthält, fo ift feine Wahrfcheinlichkeit ebenfalls 
davon unabhängig. Sie ift der Summe ber Werthe von e gleich, 
welche allen den Werthen entfprechen, die man v beilegen kann, und 
welche nach gleichen Differenzen =Ö, wovon v ein Vielfaches ifl, wach: 
‚fen müffen. 


Wegen der Kleinheit von erhält man einen Näherungswerth die⸗ 
fee Summe, wenn man in dem Ausdrucke von e, de für ô ſetzt und 
für die Summe ein Integral nimmt,. und Dieter Werth ift bis auf 


Größen von ber Drbnung von Ö oder von 75 genau. Obgleich bie 
Beränderliche v gegen V u eine fehr Heine Größe fein muff, fo kann 
man wegen ber in dem Ausdrude von € vorfommenden Erponentials 


größe dad Integral doh von = — 0 bis v=w erfireden, ohne 
den Werth deffelben merklich zu ändern. Setzt man alsdann: 


r—r? r—o 
VaryE- , 
— r?2 
v= ” ;de=dd,, 
er? 
| 


ſo find die Grenzen ber Integration nad) 0 ebenfalls T00, und wenn 
' man die unendlich Meine Wahrfcheinlichkeit des Ausdrudes von 7 mit 
do bezeichnet; fo hat man: 











do 6ꝛ 92 
Id=— 67 do, - 1, do. 
Wenn alfo u eine gegebene pofitive Größe ift, fo iſt die Wahr: 
fheinlichkeit, daff der unbekannte Werth von r zwiſchen die Grenzen: 
m uV 2m(a— m) 


— 


# uV x 
faͤllt, der Wahrfcheinlichkeit p gleih, welche bie Bormel 18) gibt, | 


weil diefe Wahrfcheinlichkeit durch: 
woiſſon s Kaedefipeinlicjteitsr. 2c. 17 


J —J— 
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> 3 “ __92 
dd= — do 
4 /, e 


ausgedruͤkt wird. Alfo ift P die Wahrſcheinlichkeit, daſſ bie befonbere 
Größe r, welcher fich dad Werhältniff — ohne Ende nähert, je groͤ⸗ 
ßer die Zahl u noch wird, von dieſem Verhaͤltniſſe nur um eine zwi⸗ 
fchen den bekannten Grenzen: 
Vir(a— m) 
pp nn 
BV u 
liegende Größe verfchieden iſt. 
In einer zweiten, aus einer fehr großen Anzahl u’ von Verſu⸗ 
chen beftehenden Verſuchsreihe finde dad Ereigniff D, m’mal ftatt, - 


und 6° fei eine pofitive oder negative, aber gegen Vu' ſehr Beine 
Veränderliche; fo wird. die unendlich Fleine Wahrſcheinlichkeit der Glei⸗ | 
chung: 

mi Narren — 


—————————— —— —— — a 
— 


durch: ı 








ausgedruͤckt. Die Wahrfcheinlichkeit der Gleihung: 
m! m _OV zm' (w — m’) " 6V ZmL—m) 


Tan Va „Var —— 
welche man erhält, wenn man dieſen Werth von 7 von dem vorher 
gehenden abzieht, ift folglich für alle Werthepaare von 6 und 0° das 
Product aus: 








0 und!- —e ds, 


V: 75° 
und wenn man zubdrberft: 


eV mW) _e6V m(—m) DILTzOrTITen 
Va Va nuV un j 
dor — Vrsm (u DE TILICEN a), | 


uU ma m‘ (u! — m‘) 


——— -—. — — ⸗— 


und dann: | = Ä 
0V 18 nn Vo m(u— m) 
ö—— —— — — _— 
——— Venom 
V em @—m)Frema—m) 
——di = dv 
Van 


feßt, d. h. wenn man zuerft für die Beränderliche 0’ bie Größe 2 febt, : 
ohne 0 zu verändern, und dann 2 für 0, ohne Z zu verändern; fo 


=t, 


. verwandelt fich diefe Wahrſcheinlichkeit der vorhergehenden — * in: 


WM | Ir yd . 
” 4 
Da fich diefe, Gleichung zu gleicher Zeit in: 
m’ m _1V 20° m'(d m‘) + 28m (v— m) 
w. nn | | au V at 


verwandelt und nur noch die. Beränderliche Z enthält, fo ift ihre Total⸗ 


wahrſcheinlichkeit das in Beziehung auf 2’ genommene Integral des vor: 
hergehenden Differenzialausdrudes, welches ‚man von != — X bi8 
P!=X nehmen fann ohne den Werth deſſelben merklich u ändern, 


wodurd man 720 2 di: erhält, und- woraus endlich folgt, daff: 
” S 


1 u _72 
-/ ed 
⸗ Vi — 


oder bie "durch die Formel (13) gegebene Größe P bie Wabrſchein⸗ 
lichkeit ausdruͤckt, daſſ die Differenz — — — * zwiſchen den Grenzen: 





—— m’ (e — m’) au 2udm(u -m) 
j Van 


liegt, worin u eine pofitive und gegebene Größe. ift, und weiche nur 
befannte Zahlen enthalten. Ä 


Diefe Grenzen flimmen mit denen überein, welche wir in $. 87 auf 
eine weit einfachere Weife, aber blos für den Fall, wo die Wahrfcheinlichkeit 
des Ereignifles E conflant und’ in ven beiden Verſuchsreihen diefelbe 
a gefunden haben, Jedoch enthält die Formel (24) des. angeführten — 

17* 
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ein Glied von der Ordnung von * oder v5 welches in bi 
‚mel (13) nicht vorfommt, und wovon der Grund darin liegt, v 
in den eben verrichteten Rechnungen die Glieder der betrachteten 
fcheinlichleiten vernachlaffigt haben, welche von biefer Kleinheitsor 
fein würden. 

$. 110. Wir wollen und in dem gegenwärtigen Werke m 
vielen Aufgaben, worauf man bie vorhergehenden Formeln an 
Tann, und wovon wir die hauptfählichften in $..60. und folg. 
führt haben ; nicht‘ befchäftigen, fondern wir befchränten und, u 
Anwendungsbeifpiel zu geben, auf eine befannte Aufgabe, welc 
auf die Planeten⸗ und Kometenbahnen bezieht. 

Wenn man in den weiter oben ® 99.) mit Tr und T, 

neten Größen: 


hg, yzug—c, eye, esare 
ſetzt, ſo erhaͤlt man: | 


— T=+t{u 0) Fu- 1— ey" 
(28) Ä 


M. — 1 > . KR 0 — 1. — 2 
— al a nl 22 
—__.T= =tW-VFW-1-9 
(28)" 
RP» 1. 2 
„ART (u 2-8) ei, ggf 


1.2 1.2.3 


wo daB obere ober untere Zeichen jedes Gliedes genommen ı 
mufl, jenachdem die Größe, welche darin zur ten Potenz e 
vorkommt, pofitio oder negativ if. Wenn man alfo mit S ı 
die Summen der Glieder, welche in diefen beiden Formeln mit 
obern Zeichen genommen werden müffen-und mit S, und T, die 
men der Glieder, welche mit ihren untern Zeichen. genommen } 
müflen, bezeichnet, fo hat man folglich: 


T=(2g8Y(S—S DT ‚=(28(T— T,). 


Aber nad einer bekannten und. leicht zu beweiſenden Form 
man für jeden Werth der Ordpe 0 6: 
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wu Hu 
— as Zus +ete =" 


| wenn man n Folglich fucceffi ve ö=@ und ö=B fekt, fo hat man auch: 
| S+S,=2""", THT,=2"", 
woraus folgt: 
'  T=(g"(a" —28,), 
T,=(2g8)(@"""—27,), 
— rY bie Bormel (10) in folgende verwandelt: 
TS, 
1.2.8..m 


. WBerwandelt man num die Zeichen der in den Glieven von S, 
und 7, zu ber Potenz zu erhobenen Größen, wodurch fie alle pofi itio 

t werben, und wobei zugleich erforderlich ift, daſſ man auch bie 
Beichen biefer Glieder in die entgegengefeßten verwandelt, oder nicht, 
jenachbem bie Zahl is ungerade oder gerade ift, und kehrt endlich die 
Ordnung biefer Glieder von endlicher Anzahl um; fo fieht man leicht 
ein, daſſ fi der Ausbrud von P in folgenden verwandelt: 


F 1 











:D— — —uæ- mu—1 22 
*757 [e* nen + 1.2 9 
. .M-I. — 2 
 BATLETT GG Lee — a ua)" 
1.2.8 
‚_ Bba—1l n.u—1.u—2 TR 
J —2 —— ⸗ 75 —(0—3) ete:|, (16) 
mit dem von Eaplace auf einem ganz andern Wege gefundes 
übereinftimmt. *) 


3. Diefe Formel druͤckt die Wahrfcheinlichfeit aus, daſſ bei einer be⸗ 
en Anzahl zu von Verfuchen die Summe der Werthe einer unbe: 
| Größe A zwifhen den Größen 206 und 268g liegt, wenn 
derausgeſetzt wird, daff alle Werthe von -4 von O- bis 2 gleich moͤg⸗ 
hund außerhalb diefer Grenzen unmöglich find. Jeden der ‚beiden 





ı Thöorie analytique des probabiläes, p. 257. 


0. FR . - — 
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Xheile, woraus diefe Formel befteht, feßt man bis zu dem 6 
fort, worin bie zu der Potenz u erhobene Größe aufhört, pofitio zu 
fo daff, wenn n die größte in € enthaltene ganze Zahl ift, ſich 
erfte Theil diefer Formel mit dem (n-H1) ten oder-dem zunaͤchſt 


hergehenden Gliede fchließt, jenahdem u>n oder u<r ift, und 


felbe gilt. binfichtlih des zweiten Theiles, wenn r die in @ entha 
größte ganze Zahl ift. 

Welche Urfache nun aber auch die Bildung der Planeten befti 
haben mag, fo fann man doch annehmen, daſſ alle möglichen Neigun 
der Ebenen ihrer Bahnen gegen die Efliptit von 00 bis 909 urſpri 
lich gleich wahrſcheinlich geweſen ſind, und man ſoll in dieſer Vor 
ſetzung die Wahrſcheinlichkeit beſtimmen, daſſ die Summe der Nei 
gen der Bahnen der 10 bekannten Planeten, außer der Erde, zwi 
gegebenen Grenzen, z. B. Iwiſchen 0° und 90°, hat liegen mü 
Wenn man für die Größe A, welder die Formel (16) entfpricht, 
Neigung einer Planetenbahn nimmt, fo muſſ man das Intervall 
der möglichen Werthe von -1 gleich) 900 annehmen und in diefer 
mel «=0,65=1 und u=10 feßen, wodurch fie fih auf: 

_ 1 

T 1.2.8.4.5.6.7.8.9.10° j 
reducirt. Da diefer Bruch ungefähr 70 000 beträgt, fo folgt, 
eine Fleinere Summe ald ein rechter Winkel für die Neigungen der 
netenbahnen höchft unwahrſcheinlich fein würde, und daſſ man ei 
außer allem Zweifel betrachten kann, daſſ diefe Summe größer, 
909 Hätte fein müffen.: Nun beträgt fie aber im Gegentheil ung 
nur 829, und da ihre periodifchen Veränderungen nur fehr Elein 
fo folgt, daſſ bie Vorausfeßung einer gleichen Wahrſcheinlichkeit 
Neigungen der Planetenbahnen von jeder beliebigen Anzahl von 
den zur Zeit der Bildung der Planeten unzulaͤſſig iſt, und daſſ es 
nem Zweifel unterliegt, daſſ irgend eine hei diefer Bildung obwal 
Urfache die Eleinen Neigungen der Planetenbahnen bat weit wahrfı 
licher machen muͤſſen, ald die übrigen. Die Neigungen ver Plan 
bahnen find hier ald von der Richtung der Bewegung der Pla 
nach dem Sinne der täglichen Bewegung der Erde um die Sonne 
nad) entgegengefegtem Sinne, unabhängig betrachtet. Wenn diefe 
den Richtungen bei dem Entſtehen der Planeten gleich wahrfcheinlid 


weſen wären, fo würde die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die Bewegun; 


19. Planeten außer der Erde in demielben Sinne, alö die der le 


‚um die Sonne ftattfinde, gleih (419 fein, welcher Bruch kleine 


ald ein Milliontel, fo daſſ ed auch fehr wenig wahrſcheinlich iſt, 
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fhen gegebenen Grenzen liegen muſſ, muff man fich der dormel (12 
bedienen. 

Wir wollen alſo annehmen, daſſ die Große A die Neigung e& 
ner Kometenbahn gegen die Ebene der Efliptif fei. Da die Grena 
der möglichen Werthe von A, welche allgemein mit @ und 5 berik 
net find, alddann a0 und 5b=90° find, und alle diefe Werthe 
ald gleich wahrfcheinlic betrachtet werden, fo drüdt die Formel (18) 
die Wahrſcheinlichkeit P aus, daſſ das Mittel aus einer fehr gre: 
Ben Anzahl u beobachteter Neigungen von Fometenbabnen zwiſchen bi 
Grenzen: 


90 u 
4 —— Ä 
( *y 
faͤllt (F. 102). Nimmt man u=1,92 und ſetzt u=138, fo erhält man 
P-0,99338 


für die Wahrfcheinlichkeit, daff in der Vorausſetzung einer gleichen Wahr 
fheinlichkeit aller möglichen Neigungen, die mittlere Neigung der Bah 


nen ber 138 beobachteten Kometen zwifchen den Grenzen 45° 6 


Tiegt, fo daff man ungefähr 150 gegen 1 wetten könnte, daſſ die 
mittiere Neigung zwiſchen 390 und 51° liegen muͤſſe, und in de 
That t man 480 55° für ihren Werth gefunden. Es iſt alſo fi 
Grund Für die Annahme vorhanden, daſſ die unbekannte Urfache de 
Entftehend der Kometen die verfchiedenen Neigungen ihrer Bahnen ur 
gleich wahrfcheinlic gemacht habe. 

Die Formel (13) drüdt auch, ohne über das Wahrfcheinlichkeitl 
gefeß diefer Neigungen irgend eine Borausfegung zu machen, die Wahı 
ſcheinlichkeit aus, daff Die mittlere Neigung der Bahnen einer fehr gri 
gen Anzahl u von Kometen, weldye man in Zufunft beobachten wir 
fi von der mittlern Neigung von 489 55° in Beziehung auf bie 18 
bereit8 beobachteten Kometen, nur um eine zwifchen den Grenzen: 

ulV 138 « 
* — ($. 107.) 








liegende Anzahl von Graben entfernen wird. Aus den berechneten Re 
gungen der Bahnen diefer 138 Kometen ergibt fih win Werth Di 
in diefen Grenzen vorfommenden Größe /=340949', und fegt ma 
z. B. u’ =u und nimmt, wie weiter oben, u=1,92; fo kann m 
150 gegen 1 wetten, daſſ die Differenz zwifchen der mittlern Rt 
gung der Bahnen von 138 neuen Kometen und der mittlern Reagun 
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"Denn es fein = und 5 zwei: freiöfßrmige Bonen des Him 

in ber nördlichen Halbkugel von einer unendlich Heinen Breite, w 
den Nordpol der. Ekliptik zum gemeinfchaftlihen Mittelpunfte ba 
und deren Winkelentfernungen von diefem Pole durh @ und € am 
drudt werden; ferner ſei p die Wahrfcheinlichkeit, daſſ ein zufällig 
diefer Halbugel gerfdmmener Punkt der Zone = angehört und q 
Wahrfcheinlichkeit, daſſ er der Zone 4 angehört, fo ift klar, daſſ 
diefe Brüche p und g wie die Ausdehnungen 4 und‘d der beiden. 
nen und folglich wie die Sinus. der Winkel « und & verhalten. Nim 
man nun an, daſſ alle Punkte des Himmeld gleich gut geeignet fi 
Pole von Kometenbahnen zu werden, fo drüden p und g die Ba 
fcheinlichfeiten der Entfernungen @ und 6 zwei biefer Pole von ! 
Efliptit aus, oder mit andern Worten, die MWahrfcheinlichkeiten ! 
Neigungen zweier Kometenbahnen, welche diefen Entfernungen « unt 
gleich find. Folglich wären in der gemachten Vorausſetzimg die Ba 
fcheinlichkeiten der verfchiedenen Neigungen der Kometenbahnen ben & 
nuffen diefer Neigungen felbft proportional, ſtatt einander gleich 
fein. Die Wahrfcheinlichkeit einer Neigung 'von 900 wäre alfo di 
pelt fo. groß,. ald die einer Neigung von 300 und beide wären ı 
gen die MWahrfcheinlichkeit einer unendiich kleinen Neigung une 
groß.*) 


1} 





) Es fcheint, daſſ fih im Himmelsraume fomohl um die Sonne, ald um 
Planeten und vielleicht auch um die Zrabanten eine unermefflich große Anz 
anderer Körper bewegen, welche zu Klein find, um beobadıtet werden zu fi 
nen. Man nimmt an, daſſ diefe Körper, wenn fie gegen unfere Atmofpb 
ftoßen, wegen bes Linterfchiedes ihrer Geſchwindigkeit und der unferes Plane 
durch ihre Reibung mit der Luft bis zu einem ſolchen Grade erhitzt werd 
daſſ fie fich entzünden und zumeilen zerplatzen. Die Richtung ihrer Ba 
gung wird durch diefen Widerftand fo verändert, daſſ fie oft auf die Ob 
flähe ber Erde fallen, und biefes ift der wahrfcheinlichfte Urfprang 
Aerolithen. Hierdurch Läfft ſich auch ein fehr merkwuͤrdiges Phaͤnom 
welches man ſeit einiger Zeit mehrere Male zu derſelben Zeit des Jahres 
weit von einander entfernten Orten beobachtet hat, erklären. In der Rt 
vom 12ten zum 13ten November haben nämlidy verfchiedene Beobachter 
Amerifa und, an andern Orten eine außerordentlich große Anzahl ähnlicher K 
per wie die Sternfchnuppen am Himmel gefehen. Nun Tann man aber ann 
men, daß diefe Körper einer noch weit größern Gruppe angeheren , welde 
um die Sonne bewegt, und die Ebene der Ekliptik an einer Stelle tri 
deren Entfernung von der Sonne der Entfernung der Erde von leßterer 
der Zeit, wo fie fi an demfelben. Orte befindet, gleich if. Geht alsde 
unfere Atmofphäre zu dieſer Zeit durch diefe Gruppe von Körpern, fo wi 
fie auf einen Theil derfelben, wie auf die Aerolithen, wodurch das "in X 
stehende Phänomen hervorgebracht wird. Wenn diefe Gruppe von Körp 
nicht cine fehr betraͤchtliche Ausdehnung längs ihrer Bahn har, d. d. w 
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$. 112. Zum Schluſſe diefes Kapitels wollen wir nun noch die 
ahrſcheinlichkeitsformeln zufammenftellen, welche ‚darin, fo wie in dem 
thergehenden. Kapitel, abgeleitet find. Die fehr groß voraudgefeßte 
nzahl der Verſuche wird durch u ausgedruͤckt; fie beſteht aus zwei, 
heilen zn und n, welche ebenfalld als fehr große Zahlen angenom:> 
en werden. ' Die Sormeln find deſto genauer, je größer diefe Zahl 
u und fie würden vdllig genau ſein, wenn u unendlich groß 
re, 

1) Es feien p und g die conftanten Wahrfcheinlichkeiten der bei⸗ 
em entgegengefegten Ereigniffe Z und F’ während der ganzen Dauer 
er Berfuche, fo dafi| +y=1 ift, und U die Wahrfcheinlichkeit, daff . 
ei den u=m-+n Berfuhen dad Ereigniff E, mmal und das Er- 
igniſſ 7, n mal flattfindet; ſo hat man ($. 69): 


IC 


dieſe dormel reducirt ſich nach 79. ‚auf: 


Denn man | 
m=up—»V 2upg, n=ug-+rV 2upg 


nimmt, wo © eine pofitive ober negative, aber. gegen V u fehr Heine 
Sröße ift, und unter diefer Form findet fie auch ftatt, wenn fich die 
Bahrfcheinlichkeiten - von E und F von einem . Berfuche zum andern 

em, indem man alsdann nach der Formel (2) in $. 95. für p 
Te 


ihr, ven der Sonne aus gefehener fcheinbarer Durchmeffer nicht weit größer 
it, ald der der Erbe, fo muſſ, wenn dieſes Phänomen immer zu bderfelben 
Jahreszeit ftattfinden foll, die Gefchwindigkeit diefer Art zerfprengter Planeten 
don der’der Erde wenig verfchieden fein, weswegen die große Are und Excen⸗ 
tricität der Bahn diefer Körpergruppe doch fehr von der großen Are und Excen: 
tricität unferer Erdbahn verfchieden fein Tann, und alsdann haben die Pertur- 
bationen der elliptiihen Bewegung das Zufammentreffen dieſer Körpergruppe 
mit der Erde feit einiger Zeit möglich und für die Zukunft unmoͤglich machen 
Tonnen. Wenn ‚dagegen die in Rede ftehende Körpergruppe einen continuirlis 
hen Ring um die Sonne bildet, fo Tann ihre Circulationsgeſchwindigkeit von 
der ber Bewegung ber Erde um die Sonne. fehr verfchieden fein, und die 
buch die Wirkungen der Planeten verurfachten Verruͤckungen biefer Körpers 
gruppen im Himmelsraume koͤnnen das in Rede ftehende Phänomen ebenfalls 
wieder zu verfchiedenen Zeiten möglicy ober unmoͤglich machen. 


und g die mittleren Werthe nimmt, welche ſich aus der ganzen 
Reihe der / fucceffiven Verſuche ergeben. 

2) Wenn die Ereigniffe E und F’ bei den u Verſuchen refp. m 
‚und mal: ftattfinden und ihre Wahrfcheinlichkeiten p und y unbekannt 
find, und U’ vie Wahrfcheinlichkeit bezeichnet, daſſ diefe Ereigniffe _ 
bei u" =m’-+n’ kuͤnftigen Verſuchen refp. zn’ und 7’ mal ftattfinben 
werben, wo die Zahlen zn’ und 7° den Zahlen m und n n. proportional 
find, fo daſſ: 


m 'n 
m, —tz 
B f 


ift; fo hat man nach $. 71. für jeden Werth von u’: 





(b) - 
we U’ die Wahrfcheinlichteit des künftigen Greignifies bezeichnet, weiche 


flattfinden würde, wenn bie Berhältniffe — und — zuverläffig di 
Wahrfcheinlichkeiten von E und F wären, d. h. es iſt der Kürze wegen: 


1.2.3...u 7)” (2)" 
1.2.3...m!.1.2.3.,..n —) pi 
geſetzt. 


3) Wenn die conſtanten Wahrſcheinlichkeiten p und 9 von E 
und F’ gegeben find und P die Wahrfcheinlichkeit bezeichnet, daſſ dab 
Greigniff E bei u=m-+n Berfuhen wenigftens mmal und bad 
Greigniff Z Höchftend mal flattfindet; fo hat man nad 8. 77: 


U— — 
u 











— 1 27 (etr)V 2, RR 
P= a TV aomn 3Vsumn (c) 
P- 1--[' ed etVE, a 

u V x 8V zumn 


wo k eine pofitive ige ift, deren Quadrat: 
m+1 
k? =n log — —— 7 Spt — a) 


ift, und die erfle oder zweite Formel angewandt wir, jenachden 
q n 9 n 
--> ' ober 7 < iſt. 








4) Wenn A die Wahrfcheinlichkeit bezeichnet, daſſ die Ereigniſſe 
E und F bei u Verſuchen refp. eine Anzahl von Malen Hattfinben, 
welche zwifchen den Grenzen: 


/ 


upzuV 2upg, ngztuV zupg 


Hegen, wo u eine gegen V u fehr Heine poſitive Groͤße iſt; ſo hat 
man nach $. 79: 


R=1 — — di-——— 
7 [_ ® aaa @ 


und umgefehrt, wenn die Wahrfcheinlichkeiten 2 und g unbefannt fi ind, 
md die Greigniffe E und F bei u=m-n Berfuchen refp. m’ ‚und 
. nmal flattgefunden haben; fo hat man nad) $. 83: 


un 2 
R=1 ul, % "art Ve (e) 
fir bie Wahrſcheinlichkeit, daſſ die Wethe von und 9 reſp. zwiſchen 


den Grenzen: 
2 2 
ef — 
4 . A u 
liegen. 


5) In ‚wei fehr langen refp. aus u und w' Verfuchen beftehen- 
den Verfuchöreihen finde das Ereigniff Z refp. m und m’ mal ſtatt 

und dad Ereigniff F refp. » und n’mal, u bezeichne eine refp. gegen‘ 
Vu und Vu fehr Heine. po tive ‚Größe und @,fei die Wahrfcheine 


























lichkeit, daſſ die Differenz — ——— zwiſchen die Grenzen: 
mn) 
ü Ä | BT Zr 
fuͤlt, und daſſ baffelbe mit der Differenz — hinſi ichtlich dieſer 
mit entgegengeſetzten Zeichen genommenen Grenzen der Fall iſt; ſo hat 
man nach 8. 87: 
| u? (u3m'n'+u!Smn 

| ö— Tinten 
1-4. /" ed DEE 1.2 2 | u m’n’!(uru') 

V: % 


Zum'n' —2 oo M. 
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j 
Da auch faſt 2-7 und — = ift, fo Tann man, ohne 


die Werthe von @ merklich zu verändern, in dem lebten Gliede von 
@, welched immer ein fehr Heiner Bruch ift, die Buchſtaben u’, m’, n’ 
für u, m, n und umgekehrt diefe für jene feßen. Diefe Sormel ent: 
fpricht, wenn man ihr Ießted Glied unberuͤckſichtigt läfft ($. 109), dem 
allgemeinen Sale, wo fich die MWahrfcheinlichkeiten von KH und Foon 
einem Verſuche zum andern ändern, wofern in den beiden Verſuchs⸗ 
reihen die bekannten oder unbekannten möglichen Urfachen diefer Er 
eigniffe feine Veränderung -erfahren, d. b. mofern die Exiſtenz dieſer 
Urfachen diefelbe Wahrſcheinlichkeit behält, und jede derſelben dem Statt 
finden des Greigniffes E, fo wie dem von F immer diefelbe Wahr⸗ 
fcheinlichkeit gibt. 

6) Wenn die Ereigniffe E und F bei u Verſuchen reſp. wieder 
m und rmal ſtaitfinden, fo ſeien allgemein m, und n, die Zahlen, 
welche ausbrüden, wie vielmal zwei andere entgegengefeßfe Greignifle 
E, und F, bek einer ebenfalld fehr großen Anzahl w, von Verfuhen 
ſtatifi nden, und wir wollen: 


feßen, wo Ö ein fehr Kleiner pofitiver oder negativer Bruch if. Fer 
ner wollen wir die unbekannten und ald conftant vorausgefegten Wahr- 
fcheinlichfeiten des Stattfindend von Z und Z, mit > und p, be 
zeichnen, und mit A die Wahrfcheinlichkeit, daf| 2, wenigftend um 
eine Größe, die einem fehr Beinen pofitiven und gegebenen Brude ® 
gleich ift, größer ift als . Bezeichnet alsdann u eine poſitive Größe 
und ſetzt man: 


or dem Vom 
v 2(„Sm, n, tu? mn) 


jenahdem der Factor e — 6 on tiv oder negativ ift; fo bat man nad) 
$. 88: | | 
© 2 a 2 

= | e "di A=1- = ed | 

vr Fein: X 

indem ſich der erſte Ausdruck auf den Fall bazicht, wo die Differe 
e— õô poſitiv ift, und der zweite auf den Fall, wo diefe DifferesY 
negativ iſt. Diefe Formeln drüden auch die MWahrfcheinlichkeit aus 
daſſ die unbekannte Wahrſcheinlichkeit ꝓ des Gtattfindend von E daß 
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ch die Beobachtung gegebene: Verhälmniff — um einen ebenfalld ge= 
ebenen Bruch @ übertrifft. Zu dem Zwede braucht man nur: 
J ' ’ ’ 


le) 


u feßen und die erfte oder zweite Formel zu nehmen, jenachdem die 





differenz @ -— eine pofi tive oder negative Größe if. 

7) Wenn die Wahrfcheinlichteiten zweier entgegengefehter Ereig- 
niſſe Z und F'ſich von einem Verfuche zum andern ändern, fo feien >, 
und g, ihre Werthe für den zten Verſuch, fo daſſ 2,+ 1 ift für 


ale Indiced z. Indem fich die Eummen 3 von ‚1 bis er⸗ 
ſtreken, wollen wir ber ai wegen: 


Rep — -29=9, — Ep? 


hen. Ferner feien m-und n wieber die Zahlen, welche ausbruͤden, 
wievielmal die Ereigniſſe Z und F in den u Verſuchen ſtattfinden 


*F ſei eine poſitive, gegen Vu fehr Heine Größe; ſo hat man nach 
96; 
| us 


2 — {3 
| R=z1-— 2“ .e "di ——e 
N Vi 4 Ha 


ür die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die Beätmife © — und - — wiſchen 
Mm Grenzen: 


(b: 


ku‘ 
ve ' Vr 


egen, was in dem. befondern Falle conſtanter Wahrſcheinlichkeiten mit 
er Formel (M uͤbereinſtimmt. 

8) Wenn irgend eine Groͤße A alle zwifhen den Grenzen Ag 
gende Werthe befommen kann, und alle diefe Werthe gleich wahr- 
Jeinlich und die allein möglichen find,. fo fei P die Wahrfcheinlich- 
it, daff in einer Reihe von 2 Verfuchen die Summe der erhaltenen 
terthe von A zwifchen gegebenen Grenzen ce liegt. Alsdann ift 
&$. 99: Ä £ 





| or . 
2(29) P=_, —, 6) 
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wenn man der Kürze wegen: 
T=+(h+ig—c+JFilhtig—2g—c+3! 





+ (htig—4g—c+2) 
1. 
a : ihtig—6gctgftere, 


DH S'Fichtig—2g—c— 9% 
ht ie —hg—e — e)y 








Biegen! etc. 

feßt und in jebem Gliede dad obere oder untere Zeichen nimmt, je 
nachdem die darin vorkommende zur Potenz 2 erhobene Größe pofltio | 
oder negativ if. 4 und e find pofitive Größen, aber und c können 
pofitive oder negative Größen fein. 

9) Wenn man die Summe der Werthe von A, welche bei einer 
fehr großen Anzahl u von Verſuchen flattfinden, mit s bezeichnet, fo 
hat man nad) $. 101 für jedes Wahricheinlichkeitögefeg ber möglichen 
MWerthe von A bei jedem Verſuche, und auf welche Weiſe fih auch 
dieſes Gefeh von einem Sets zum andern ändern mag, immer: 

n 
P=-1-—-— * dt k 
* k) 
fuͤr die Wahrfcheinlichkeit, baf der mittlere Werth — — von A zwifchen ‘ 
die Grenzen: 
2uVh 
Vr 
faͤllt, wo w eine pofitive und gegen V ſehr Heine Größe if, und & und 
 k Groͤßen find, wovon die zweite poſitiv iſt, und welche von ben Wahrs 
fcheinlichfeiten der Werthe von A während der ganzen Dauer der Ver⸗ 
fuhe abhängig find. Wenn diefe Mahrfcheinlichkeiten conftant, für 
alle zwifchen gegebenen Grenzen a und 5 liegende Werthe von A 
gleich und für alle außerhalb dieſer Grenzen liegende Werthe Null find; 
fo hat man: 





k+ 


b—a 
keiatb), h=3,7- 
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Wenn A nur eine enbliche Anzahl möglicher Werthe c,, c2, € 
...c, bat, und diefe v conftanten Werthe gleich wahrſcheinlich ſi 
fo if: 


letter. .. tod, 


Sgablettettet. ee ke}), _ 
\ (ci +,+e+.. +?) 


10) Es fei A, der Werth von A, welcher bei dem nten Ber: 
ſuche Rattgefunben bat. Wir wollen: Ä 


— En A, = — 12 =1l 


ſeen, wo ſich die Summen =. von n=1 biß nu erftreden. Fer: 
ner wollen wir annehmen, daſſ die Urfachen aller möglichen Werthe 
von A keine Veränderung erfahren, ſowohl hinfichtlih ihrer refp. Wahr: 
ſcheinlichkeiten, als hinfichtlich der Wahrfcheinlichkeiten, welche fie jes 
dem diefer Werte ertheilen. Alsdann gibt ed eine gewille Sröße Y, 


welcher fi) der mittlere Werth = von A fortwährend deſto mehr nd- 
bert,, je größer u wird, und welche berfelbe erreichen würde, wenn u 


unendlich würde, und die Formel (X) drüdt die Wahrfceinlichkeit aus, 
daff diefe Größe Y zwiſchen den bekannten Grenzen: 


\ 


11 n. einer zweiten Reihe von einer fehr großen Anzahl u’ von 
Verſuchen fei s’. die Summe der Werthbe von A und d der Werth 
der fih auf die Ban Verſuchsreihe beziehenden Größe Z für dieſe zweite 
Berfuchsreihe, ſo druͤckt die Formel (k) „nad 5 10% ebenfalld die 


Wahrſcheinlichkeit aus, daſſ die Differenz — — —— 7 der beiden mittleren 

 Werthe von A wiſchend den Grenzen: | 

, | „eV aa tur + R 12 
Vru 


liegt, ober ba ſehr nahe /—/ iſt, ſo brüdt diefe Formel auch Die 
Poiſſon's Wahrſcheinlichkeitsr. etc. 18 
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Wahrfcheinlichkeit aus, of der fih aus der zweiten Verſuchtreih 
bende mittlere Werih 7 — zwiſchen den Grenzen: 


= s —— 
V ru 
liegt, welche nur von den Refultaten der erſten Verſuchsreihe w 
gegebenen Größe u abhängen und deſto enger find, je größer 
gen AU iſt. . 
12) Zur Beſtimmung des Werthes derſelben Größe A bat ma 
rere Verſuchsreihen angeſtellt, welche aus ſehr großen Anzahlen 1, ı 
‚ von Verſuchen beftehen; die Summen der Werthe von LS, weil 
in 1 dieſen fucceffiven Verſuchsreihen erhalten hat, find refp. s, 5’, 8 
die vorhergehende Größe Z bezieht ſich immer auf die erfte Berfuc 
und 2, 2, ... bezeichnen die analogen Größen für die folgende 
ſuchsreihen; & wird voraudgefeßt, daſſ fich Die Urfachen der Fehl 
einer Derfuchöreibe zur anbern verändern, aber daſſ dennoch alle m 


— 
Werthe — * Zr ass ohne Ende gegen diefelbe unbelannte Gi 


welche der wahre Werth von A fein würde, wenn dieſe Urfad 
Fehler von gleicher Größe und entgegengefebten Zeichen in eim 
mehrern ber Beobachtungdreihen nicht ungleid wahrfcheinlih m 
convergiten , je größer die Zahlen u, u, u”, ... werden. 4 
druͤckt die Formel (k) nah $. 108 wieder bie Bapıfejeinliche 
daſſ die Größe y zwifchen den Grenyen: 


sg 


8 
———— 
liegt, worin der Kine wegen: 
Cr N _ 
arte tm tree=D® 


u u WM 
DT mt DT ‚ee 

geſetzt ifl. Ferner ift die Größe nt +7 4 eic., d.. 

Summe der reſp. mit den Groͤßen g; g, gt... ... multiplichrten 

leren Werthe — T,.. . . ., ber vortheilhaftefte Näherung 


von Y, welchen man aus der Verbindung aller Beobachtung: 
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Jupiterstrabanten, welche derſelbe neuerlich gemeſſen hat, abgeleitet 4 
kann Fein Zweifel flattfinden. Wenn die Laplace’fchen Rechnunge 
mit einer fich der, Gewiſſheit ſehr naͤhernden Wahrſcheinlichkeit für di 
Maſſe des Jupiters einen Werth gegeben haben, welcher um „A, Ha 
ner ift, als der wahre Werth, fo darf nian darans ‚doch nr ſchlit 
ßen, daſſ der Jupiter den Saturn nicht fo ſtark anziehe, als fe 
eigenen Satelliten, die Kometen und die Heinen Planeten, und di 
fer Fehler rührt auch von Feiner Unrichtigfeit der Formeln für U 
Wahrſcheinlichkeit, wovon Laplace Gebrauch gemacht hat, hers- fen 
dern es find Gründe vorhanden, welche annehmen laſſen, daff &a 
place die Maſſe des Jupiters etwas zu Mein gefunden hat, welt 
dem fo complieirten Ausbrude für die Perturbationen des Jupiters, wer 
bereitö mehrere Gorrectionen vorgenommen find, und welcher deren ne 
andere bedürfen Fann, einige unrichtige Glieder vorfommen. Dieſer wi 
tige Punkt in der Mechanik des Himmels wird durch dad Refult 
der Arbeit, womit fih Bouvard gegenwärtig befchäftigt, um fein 
Ihon fo genauen Zafeln der Bewegungen des Saturnd und Jupiter 


ganz von Neuem zu bilden, ohne Zweifel näher belemätet werben. - 
ı :. . 


Fuͤnftes Kapitel 


Anwendung der allgemeinen Regeln der. Wahrfchek 
lichfeitsrechnung auf.die Entfcheibungen der Geſchw 
renengerichte und der Urtheile der Tribunale. *) 


$. 114. Bei einer fo feinen Unterfuchung wird es zwedmäf 
fein, zuerſt die einfachften Fälle zu betrachten, ehe wir die Aufgabe 
ihrer ganzen Allgemeinheit umfaffen. 

Wir wollen daher zuerft annehmen, daſſ nur ein einziger ce 
fchworener vorhanden fei, und die Mahricheinlichkeit, daſſ der Anz 
klagte ſchuldig ſei, wenn er vor dieſen Geſchworenen geſtellt wird, = 
K bezeichnen, welche aus der Vorunterſuchung und der darauf en 
ten Anklage entfpringt. Ferner wollen wir die Wahrfcheinlichkeit, D 
ſich der Gefchworene bei feiner Entfcheidung nicht irret, mit  bezei 


*) Diefe Aufgabe ift auch in einer von Oftrograski 1834 in der Yetersbt 
ger Akademie der Wiffenfchaften gelefenen Abhandlung behandelt; allein 
Verfaſſer hat, nad; dem uns von ihm zugefandten gedrudten Auszuge gu ' 
theilen, die Aufgabe aus cinem gang andern Gefichtspuntte betrachtet, als wa 
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Die Wahrfcheinlichleit, daſſ der Angeklagte ſchuldig iſt, nachdem 

er von zwei Geſchworenen verurtheilt iſt, wird durch die Formel (32) 
ausgebrüdt, wenn man p und fuͤr k und u feht, und die Wahr 
fheinlichkeit feiner Unfchuld, nachdem er durch zwei Geſchworene frebs 

gefprochen ift, ergibt fih aus der Formel (3) durch die Werwanblung Ä 

von A und u in 1—g und u“. Bezeichnet man diefe beiden Wabe _ 

fcheinlichkeiten mit p’ und g’, fo bat man folglich: ö 

— — | 

PT +a-pa—u)’ | 

— 

u qu -(1— 9) - u) | 
und nach den durch diefelben Formeln (2) und (8) gegebenen Werthen 
von p und g verwandeln fich diefe Werthe von p’ und g° in: Ä 

u he | 
PT huura-Ha—u)a—w' 
ı_ (Aa1—k)uu’ 
177 ((—k)uu'+kli— u)(1— u)‘ 


Ferner fei p, die Wahrfcheinlichkeit, daſſ der Angeklagte ſchubig 
iſt, nachdem er von dem erften Gefchworcnen freigefprochen und von 
dem zweiten verurtheilt ift, und g, fei die Wahrfcheinlichkeit, daſſ ber 
Angeklagte unfchuldig ift, wenn er von dem erften Gefchworenen vera® 
theilt und von dem zweiten freigefprochen if. Der Werth von p, m 
gibt ſich aus der Formel (2), wenn man darin u für z ſebt und. für k 
die Wahrfcheinlichkeit 1— 9, dafl der Angeklagte nicht unfchulbig ih 
nachdem er von dem erften Gefchworenen freigeiprochen iſt. Ebenſo m 
hält man die Wahrfcheinlichfeit G,, wenn man in der Formel (8) z und k. 
in w' und p verwandelt. Man hat folglich: | 


(1—g)u' ‚_._. (1-p)w 

Pu -gdetga-n) Tantra 
ober vermöge derſelben Formeln (2) und (3): | 

j _ k(1— u)u’ _ 
| PT ae a—ha—unu’ ' 
_ (1.—k)(1— uw 
WG HA- Wu tka— ua‘ | 

Die Wahrfcheinlichkeit,, daſſ der von dem erften Geſchworenen ver 

urtheilte und von beim zweiten freigefprochene Angeklagte ſchuldig M 
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verſchiedene Arten von zwei Geſchworenen freigeſprochen und ‚von ten 


dritten verurtheilt werben, welche ebenfalls dem alle entfprechen, 2 
diefer dritte Geſchworene ber iſt, deffen Wahrſcheinlichkeit, ſich nicht u . 
irren, durch z, u’ oder u“ audgebrüdt wird. Man ficht "leicht ei, 
deſ die Wahrſcheinlichkeiten dieſer 6 Combinationen durch: 


kuu" 1 — wW)+( Na — ur) (1 —uNn)u, 
ku" 1 -_ WA HA WA— uw, 
kuu(1— u) +1 — A —W(— u)u”, 
kKi-WN)Aa—uN)u+a—-hwWu't—u), 
ka— Wi —- uN)wW +1 — K)uu'(1 —uN), 
k(ı—-wW)(ı1 — u)u"+( — kyuu(1 — u), 


audgebrüdt werden. Bildet man die Summe diefer 6 Größen, fo & 
hält man den volftändigen Ausdrud der Wahrſcheinlichkeit, daſſ das Ur 
theil nicht bei der Einftimmigfeit der Geſchworenen gefaͤllt wird, inte 


WA W)+tuWd—w)-tuw 1-1) J— 
40 aut. 
+a-Wa-uut 


und. er ift, wie man fieht, von. k unabhängig. _ 

Die Summe der Zotalmahrfcheinlichkeiten einer einflimmigen m 
einer nicht einflimmigen Entfcheidung der drei Gefhmworenen muff der 
Einheit gleich fein, und in der Dhat leiſten die vorhin für diefe Wahr: 
fcheinlichkeiten ‚gefundenen Ausbrüde dieſer Bedingung Genuͤge. 

Wenn das Urtheil gefäutt ift, fo ergibt ſich leicht die Wahrſcheinlich 
keit der Schuld des Angeklagten nad) demfelben, welche im Allgemeinen 
von diefer Mahrfcheinlichkeit vor der Urtheilsfällung verfchieden if. Wenn 
3: B. der Angeklagte, von zwei Geſchworenen, für. welche die Wahrſchein⸗ 
lichkeiten, daſſ fie fich nicht irren, durch u und zw’ ausgedrückt werden, 

verurtheilt und von dem britten freigefprochen. wird; fo ift bie Baht: 
fcheinlichfeit dieſes Ereigniffes in der Borausfegung feiner Shub = —k zu 
(1— u’) und in der entgegengefehten Vorausſetzung = (1 —K)(1—U) 
(1 —u)u”, Die Wahrfcheinlichkeit, daff der Angeklagte fchulbig if, 
wird folglich nach der Regel in $. 34 ausgedruͤckt durch: 
AMuu (1 - u‘) 
Twra-ımfa-hü-gazne 


In dem ‚Galle, wo u — u ift, wirb fie von dem gemeinſchaftlichen 
Werthe von u’ und u" unabhängig, und diefelbe, als wenn bie Ver 


. 
— cn. _ ie 


1 
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genommen werben Binnen, welche Zahl biefelbe tft, als im erſten Galle. 
und zwar der Anzahl der verſchiedenen Combination von 7. Elementen 
zu je 3 oder zu je n — 2 gleich. Bezeichnet man dieſe Zahl buch N, 
fo hat man:, 


a—la-tanoihı 
1.2.8... 


und hieraus ergibt ſich ber volfländige Werth vom Y: 
N, [kur — u‘ +(1- - Hua - Pl. 6) 


Wenn man n — >: annimmt unbe 


N, = 


.n— 2i=m 


ſetzt, fo ift der Angellagte bei der Stimmenmehrheit. von m Stimmen 
verurtheilt. Wenn er von Geſchworenen verurtheilt und von den 
rn — e übrigen Geſchworenen freigeſprochen wird, fo iſt er bei eine 
Stimmenmehrheit von m Stimmen freigeſprochen. Die — 
lichkeit dieſer Freiſprechung, welche wir mit Ö, bezeichnen wollen, er⸗ 
gibt fih aus dem Werthe von Y;, wenn man barin. bie Zahlen n—E 
und 2 vertaufcht, woburch ber Coefficient IV, nicht geändert wird. Man 
bat folglich: n 
,—=N,[kua— rt +a — ur — * 

Addirt man dieſe beiden letzten Gleichungen, ſo kommt: 


— [— 


eine von k unabhängige Größe, fo daſſ die Wahrſcheinlichkeit eines, 
bei einer gegebenen Stimmenmehrheit zn gefälten Urtheiles, fei es ver 
dammend oder freifprechend, nicht von der vor dieſer Entſcheidung proͤ 
‚ fumirten Schuld ded Angeklagten abhängig ifl. In dem befondern Falk, 
wo Uû iſt, find die Wahrfcheinlichkeiten Y5 und Ö, einzeln von k 
unabhängig und ihr gemeinfchaftlicher Bu iſt: 


er N. 


Sie find auch für jeden Werth von z einander gleich, wenn k=4 17 

$. 118. Es fei c, die Wahrfcheinlichkeit, daſſ der Angeflagte we 
nigftens yon n— 3 Stimmen verurtheitt und hoͤch ſten von 2 Gtims 
men freigefprochen wird, d. h. die Waprfcheinlichkeit einer Werurtheiluns 











er 
woraus folgt: 


7 _ [ram] 
Hi J [1 - omt‘ 2 


— Naͤherungswerth von H,, welcher, wie man ſieht, ein ſehr kleiner 
Bruch iſt, wenn u merklich von 4 oder 4u(1— u) von ber Einheit 
verihieden if. Für vH, und wenn man z.B. !-H1=6 oder 


1212 nimmt, gibt dieſe auf ihre beiden erſten Glieder reducirte 


230,94... 
dormei den Mia von DS welcher ſehr wenig 





bon dem ‚genauen Wertbe — — verſchieden iſt, obgleich i41 keine ſehr 


.10 024 
beträchtliche Zahl if. 

Da die Eumme U,+F, hoͤchſtens ber Einheit gleich iR, fo ift, 
wenn man fie mit G, bezeichnet, bie Differenz 1-—G, pofitio oder 
Null, und da fich der Ausbrud von c, auf die Form: 
bringen IAfft, fo folgt, daſſ, wenn 2k_1>0 oder k>4 if, 
ah c, D ſ if. In den gewöhnlichen Fällen, wo vor der Entfchei- 
dung der Gefchworenen mehr Grund vorhanden ift, die Schuld, als 


die Unfchuld des Angeklagten anzunehmen, ift folglich die MWahrfchein- 
üihleit feiner Verurtheilung bei einer Mehrheit von wenigftend einer 


Oder von mehren Stimmen, d. h. bei einer beliebigen Stimienmehrs - 


beit, immer Heiner, als dieſe frühere Mahrfcheinlichkeit feiner Schuld. 
Bird z. B. angenommen, dafj man 4 gegen 1 wetten kann, daſſ der 
Angeklagte fchuldig ift, fo Fann man, wenn er vor dad Gefchworenen- 
gericht geftellt wird, nur weniger ald 4 gegen 1 wetten, daſſ er verur: 
theilt wird. 

Diefer Sat iſt, wie man fi cht, von der Wahrſcheinlichkeit des Irr⸗ 
thumes der Geſchworenen oder von dem von der Einheit verſchiedenen Wer⸗ 
the von zz unabhängig. Füru=l hat man U,=1, V,=0d, ,=k, 
d=ı1 —k, für jeden Werth von Für u—=0O hat man ebenfo 
U,=0, 9, =1, „=1—kun d,=k. € ift einteuchtend, daſſ 
für dieſe beiden äußerften Werthe von z die Verurtheilung oder Frei⸗ 
fprehung nur bei der Einſtimmigkeit der Geſchworenen ftattfinden Fann, 
was in der That auch aus den Formeln (4) und (5) folgt, welche 
dann YO und 5,— 0 geben, ausgenommen für 2=0. 

$. 119. Indem wir bie frühen Beziehungen beibehalten, wollen 
Poiffon’s ahrſcheinlichkeitsr. ꝛc. 19 


wir die Wahrſcheinlichkeit, daſſ der Angeklagte ſchuldig iſt, wenn e 
durch n — 2 gegen 2 Sefchworene, d. h. bei der Mehrheit von m Stim 
men verurfheilt ift, mit p; bezeichnen und Die Wahrſcheinlichkeit feine 
Unfchuld, wenn. er bei dieſer Stimmenmehrheit freigefprochen ift, mitg,, 
ober mit andern Worten, ?, fei die Wahrfcheinlichkeit der Richtigkei 
bed bei der Stimmenmehrheit von m Stimmen bei einer Anzahl n Ge 
fhworenen auögefprochenen Urtheiles, wenn ed verdammend ift, und gu 
wenn ed ein freifprechendes ift. Im erften Falle ift die Wahrſchein 
lichkeit be beobachteten Ereigniffed oder der Verurtheilung Mj cu ni 
(1— u) oder =N ‚1 —k)(1—u) RE 28, jenachdem der Angeklagte 
ſchuldig ift, oder nicht, und nach ber Regel in $. 34 hat man folglich: 


kur=i(ı — u)? 
kuIa— WW’ LG1—h (a _ ri 


wenn man ben dem Zähler und Nenner dieſes Bruched gemeinfchaftliche 
Sactor IN, hinweglaͤſſt. Ebenfo findet man für den Fall der Freiſprechung 


(?) 





PM 


j —k nl — 1 
ae — I Am, . @ 
a - Yu — uk Wo 
Wenn man k=4 ſetzt, fo hat man P,=g;, und in ber Tha 

ift einleuchtend, daſſ die Richtigkeit des bei derfelben Stimmenmehrhei 
gefaͤllten Verdammungs- oder Freiſprechungsurtheiles dieſelbe Wahr 
ſcheinlichkeit hat, wenn a- priori kein Grund vorhanden iſt, welcher eher 
die Schuld, ald die Unfhuld des Angeklagten annehmen laͤſſt. Fuͤ 
u=4 hat man "a — = (1— u" tu, und folglich für je 
den Werth von n und zZ, wie es auch der Fall fein muff, pi=k 
und ,=1—Ak. 


Segt man in den Formeln (7) und (8): 


| u—— 1 — 
=]+1 DT PO 
und bemerkt, daff a=m-H-27 ift, fo hat man: 
ki (1— k) i® 


Pin Fit Ham 
woraus erhellet, daſſ die Mahrfcheinlichkeit der Nichtigkeit eines Mr 
theiles unter Übrigens gleichen Umſtaͤnden nur von ber Stimmenmehr⸗ 
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heit m, bei welcher es gefällt ift, und nicht von der Gefammtzahl 7 
ber Gefchworenen abhängt; und in der That würden gleiche Anzahlen 
entgegengefeßter Stimmen, vorausgeſetzt, daſſ die Wahricheinlichkeit des 
rrthbumes für ale Gefchworenen gleich if, den Grund zur Annahme 
ber Richtigkeit oder Unrichtigkeit des Urtheilcd weder vermehren, noch 
vermindern koͤnnen. Aber diefed Nefultat feht nothwendig die Wahr: 
ſcheinlichkeit zu, daſſ fich die Gefchworenen nicht irren, ald vor der Ent- 
fheidumg gegeben voraus, und ed. würde, wie man weiter unten fes 
ben wird, nicht mehr daffelbe fein, wenn diefe Wahrfcheinlichkeit nach - 
dem gefällten Urtheile aus der Anzahl der für und gegen den Ange: 
Hogten fprechenden Stimmen abgeleitet werden müffte. 

Zur einen gegebenen Werth von z verdient z. B. ein bei der 
Mehrheit von einer einzigen Stimme gefaͤlltes Urtheil, wie groß bie 
ungerade Anzahl der Gefchworenen auch fein mag, nicht mehr und 
- nicht weniger Zutrauen, ald wenn es von einem einzigen Geſchworenen 
gefuͤlt wäre; aber die Wahrſcheinlichkeit, daſſ ein ſolches Berdammungs- 
ner Sreifprechungsurtheil ftattfinden wird, nimmt deſto mehr ab, je 
ı Bößer die Gefammtzahl der Gefchworenen wird. Denn diefe Wahr: 
: fheinlichkeit wird durch Die Summe der Formeln (4) und (5), worin 
ma = 274-1 febt, auögedrüdt; und wenn man fie mit @, bes 
zeichnet, fo erhält man mit Beruͤckſichtigung des Werthes von X,: 


_1 2.8. „2’tilea—u)]' 
| 0 MTTTrs. an ’ 
bohglich: | | 
2i+3 
94124 
md da 4u(1— u) die Einheit nicht überfteigen kann, fo folgt, daſſ 
immer 54, <a; iſt. Vergleicht man dieſen Werth von @, mit dem 
von H,, To fieht man, daſſ der erfte den zweiten in dem Berhältniffe 
von 1-31 2u(l — u), welches für jeden Werth von z baffelbe bleibt, 
übertrifft. 
$. 120. Wenn man blos weiß, daſſ ver Angeflagte weni gftens 
bei einer Mehrheit von zm Stimmen verurtheilt ift, fo daſſ die Stim= 
menmehrheit refp. zn, nm--2, m-+4, ... bi5 m--27 oder die Ein: 
fimmigkeit fein kann, fo fieht man leicht ein, daſſ die Wahrfcheinlich- 
keit feiner Shut grdper ft, als 75, und wir wollen fie mit ie be 


Bhnen. Ä 
In der’ Vorausſetung, daſſ der Angellagte ſchuldig iſt, 6 bie 
19* 


+u(l — u)0,, 


Wahrſcheinlichkeit ſeiner bereits ſtattgehabten Verurteilung oder des be 
obachteten Ereigniffes nach dem Worhergehenden = AU, und in de 


Vorausfegung feiner Unſchuld ift fie =(1 — M)Vi. Es iſt folglich: 
7; | j 
KT, U+(a—hP, ®) 


Beyeichnet man die Wahrſcheinlichkeit der Unſchuld des Angekllag 
ten, wenn derſelbe bei dieſer Stimmenmehrheit von wenigſtens m Stim⸗ 
men freigeſprochen iſt, mit Q,, fo findet man ebenfo:- 


_  Aa-hU, 
G=n-no, kr a0) 


Die Wahrſcheinlichkeit der Richtigkeit eined bei einer Mehrheit von 
wenigſtens m Stimmen gefällten Verdammungs⸗ ober Sreifprechungb 
urtheiles wird ebenfalld durch P, oder Q, auögebrüdt. Dieſe beiden 
Wahrfcheinlichkeiten find nicht, wie bie Wahrſcheinlichkeiten pP; und Qu 
von der Gefammtzahl r der Gefchworenen unabhängig, und fie haͤngen 
blos von m oder — 2: ab. Um ſie numeriſch mit einander zu we 
gleichen; wollen wir A—=4 nehmen, woburd die Größen P, und Qy 
ſowie p, und 9; einander gleich werben, und wir wollen —* 


daſſ vor der Entſcheidung die Unſchuld des Angeklagten dieſelbe Wahr 
ſcheinlichkeit habe, als feine Schuld. Ferner wollen wir u fee, 
fo daff man 3 gegen 1 wetten kann, daff ſich jeder Gefchworene nicht 
irret. Nimmt man für 2 die gewöhnliche Anzahl der Geſchworenen, 
indem man n=12 und 2=5 ſetzt; fo findet man zunaͤchſt: 


9 1 4 
Pi 10' Pi — 79’ 
ferner: 


U= 7254. 2, =. 


ai 
und bieraus ergibt fich fehr nahe: 

3 5 ps 
409’ 1* 109° 


Hieraus erhellet, daſſ in dieſem Beifpiele die Wahrfcheinlichkeit 1- P 
ber Unrichtigfeit eines bei der Mehrheit von wenigſtens 2 Stimme 
audgefprochenen Verdammungsurtheiles kaum % ber Wahrfcheinlichke 


». P,= 
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heit m, bei welcher es gefällt if, und nicht von der Geſammtzahl 7 
ber Gefchworenen abhängt; und in der That würden gleiche Anzahlen 
 enigegengefeßter Stimmen, vorausgeſetzt, daſſ die Wahricheinlichkeit des 
Irrthumes für alle Gefchworenen gleich ift, den Grund zur Annahme 
ber Richtigkeit oder Unrichtigkeit des Urtheilcd weder vermehren, noch 
vermindern koͤnnen. Aber dieſes Nefultat ſetzt nothwendig die Wahr: 
ſeinlichkeit wu, daſſ ſich bie Geſchworenen nicht irren, ald vor der Ent- 
ſheidung gegeben voraus, und ed würde, wie man weiter unten fes 
ken wird, nicht mehr daſſelbe fein, wenn diefe Wahrfcheinlichkeit nach 
dem gefällten Urtheile aus der Anzahl der für und gegen den Ange⸗ 
Besten fprechenden Stimmen abgeleitet werden müffte. 

Fuͤr einen gegebenen Werth don u verdient z. B. ein bei ber 
Rehrheit von einer einzigen Stimme gefältes Urtheil, wie groß bie 
ungerade Anzahl der Gefchworenen auch fein mag, nicht mehr und 
Bht weniger Zutrauen, ald wenn es von einem einzigen Geſchworenen 
jefallt waͤre; aber die Wahrſcheinlichkeit, daſſ ein ſolches Berdammungs- 
Sreifprehungdurtheil ftattfinden wird, nimmt defto mehr ab, je 
die Gefammtzahl der Gefchworenen wird. Denn diefe Wahr: 
Keinlichkeit wird durch die Summe der Formeln (4) und (5), worin 
ma n— 22-41 febt, auögebrüdt, und wenn man fie mit @, bes 
sihnet, fo erhält man mit Berudfichtigung bes Werthes von N,: 
1.2.8. „2’tilea-u)]. 


MET2.8. "MEHR 


























21-—-3 

Re 

wi da 4u(1 — u) die Einheit nicht überfteigen Tann, fo folgt, daſſ 

iamer , <a; iſt. Vergleicht man dieſen Werth von w, mit dem 

von H,, fo fieht man, daſſ der erfte den zweiten in dem Verhaͤltniſſe 

m 1. zu 2u(1l — u), welches für jeden Werth von daſſelbe bleibt, 
Mbertrfft. 


+u(l — u)0,, 


$. 120. Wenn man blos weiß, daſſ der Angeklagte wenigftens 
ki einer Mehrheit von zn Stimmen verurtheilt ift, fo daff die Stim- 
ummehrheit reip. zn, n--2, m-+4,.... bis m-+-27 oder die Ein- 
Bamigkeit fein kann, fo fieht man leicht ein, daſſ die Wahrſcheinlich— 
feiner Schutd großer ft, ald 7;, und wir wollen fie mit Pab be⸗ 
BR; An. 
—R daſſ der Angeklagte ſchuldig iſt, ittt die 
19* 


204 
.. 1 
0? — ilog —. 
4uo 


Da alddann 2 eine fehr große Zahl ift, fd wird der Merth vr 
9 hinreichend beträchtlich, um die in den Formeln (11) vorkommende 
Integrale und Erponentialgrößen unmerklich zu machen. Die Größe T 
reducirt fih alfo auf die Einheit, oder auf Null, jenachdem w größı 
oder Heiner als v ift, und da in dem Falle, welchen wir. unterfuche 
die Summe von U, und F, genau ober fehr nahe der Einheit gleiı 
. ft, jenachdem z ungerabe oder’ gerade iftz fo folgt, daſſ U,=0 if 
wenn man u>» hat und F,=1 für u<v. Hieraus folgt, daf 
wenn die Wahrfcheinlichkeit A der Schuld des Angeklagten vor der En 
fheidung fein fehr kleiner Bruch ift, die Wahrfcheintichkeit 2, fein 
Schuld, nachdem er durh ein aus einer fehr großen Anzahl n6G 
ſchworenen beftehendes Gefchworenengericht veruztheilt ift, fich fehr d 
Gewiſſheit nähert, wenn die Wahrfibeinlichkeit #_ bed Irrthumes jeb 
Geſchworenen merklich Heiner it, als Die entgegengefeßte Wahrfchei 
lichkeit zu, - welches daher kommt, daſſ ed bei diefer großen Anzahl 
von Gefchworenen fehr unmwahrfcheinlidy iſt, daſſ das Urtheil bei ein 
Heinen Etimmenmehrheit auögefprochen if. Dagegen ift die Wat 
fcheintichkeit P, der Nichtigkeit eines Urtheiled ein fehr Kleiner Bru 
und die Unfchuld des Angeklagten ſehr wahrfiheinlich, wenn zz. beträd 
lich Meiner ift, ald 9, und wenn außerdem Ä fein der Einheit ſich fe 
nähernder Bruch iſt. Die Wahrfcheinlicheiten c, der Verurtheilung u 
d, der Freifprehung, welche die Formeln (6) geben, find fehr wer 
von k und 1—k verfchieden, wenn u>» ift, ober im Gegenth 
von 1—k und k, wenn u<o ift. 

Indem Falle, wo u iſt, und n=2i+1vern=2:4 
geſett wird, jenachdem n gerade oder ungerade iſt, ift das Verhaͤltn 
- — ; etwas Feiner, als —, oder als die Einheit; man mı 
alfo die erfte der Formeln (11) anwenden, und da der Werth von 
ein fehr Eleiner Bruch ift, jo hat man fehr nahe: 


BZ 
U, = 
+75 ‚V=' 


wenn man das Quadrat von 9, fowie die Glieder, worin 2 als Die 
- for vorfommen würde, unberücfichtigt läfft und erwägt, daſſ aldvanı 


© 8, BE 
fi e dz=41V a —0 


⁊ 


° 
N . 
‚305 


' Wenn 1m ımgerade ift, »=24H1 und u geſett wit, 
ſo erhaͤlt man: 


602 -log ( +1) — + Mo (1 —- 773 


Extwidelt man bie Loͤgarithmen in Reihen, fo ergibt N 5 hieraus mit 
dem Grade von Amaͤherung, wobei wir ſtehen bleiben: 


0=-— , U=4 
vr 
Da die Summe von F, und U, der Einheit gleich fein muff ‚ ſo iſt 
auch Y,—4, und man hat P,=k, wie ed der Fall fein muff, wie 


gtoß ibrigen® bie Anzahl der Gefchworenen auch fein mag, wenn die Wahr: 
ſcheinlichkeit ihres Irrens und Nichtirrens für alle gleich ifl._ Wenn rn eine 
gerabe Zahl ift, und mann = 27-+2, u=}, v—H fept, fo hat man 


3 J ö ' 
62—= — log (1 +5;) — (i-+3) log (1 68)" 
woraus folgt: 
| 0 V- _ı_ 
7 VE 


Aber nach dem Werthe von 77, in $. 118 hat man in diefem Falle: 


folglich : 


und da diefe Werthe von U, En V, einander gleich find, fo’ ergibt 
fih wie im vorhergehenden Falle P,—=k. Die betrachtete Wahrfchein- 
lichkeit c, der Verurteilung ift von k unabhängig und —U, ober et: 
was Heiner, ald 4. 

$. 122. Wir wollen wieder annehmen, daſſ dad Geſchworenen⸗ 
gericht aus einer beliebigen Anzahl 72 von’ Gefchworenen befteht; aber 
daſſ jetzt die Wahrfcheinlichkeit des Nichtirrend jedes Gefchworenen 9 vers 
fhiedene und ungleich wahrſcheinliche Werthe befommen kann. Es 
ſeien 01, 2, gr... x, bie Werthe dieſer Wahrfcheinlichkeiten für 


[3 


einen erften Gefchworenen, an xs, ag ... , biefe Werthe für 
einen zweiten, a", "gr "gr... x”, dieſelben Werthe für. ei 
nen britten. Befchworenen, u. f. f. Berner wollen wir allgemein mit 
Ay, X,, x (nr. die Wahrſcheinlichteiten bezeichnen, daſſ die Wahr⸗ 
ſcheinlichkeiten a Kr gr... ſtattfinden, und welche zugleich bie 
Wahrſcheinlichkeiten der correfponbirenden Wahrſcheinlichkeiten l-z, 
1—x' „1 x' , ‚... find. Da eine ber Wahrfcheinlichkeiten x. 
Kor Kgrer X, „Ribenaͤſſ g ſlatrindet, daſſelbe fuͤr eine der Wahrſchein⸗ 
lichkeiten x’, * 2— ‚s ... %,, ſowie für eine der Wahrſcheinliqh 
keiten =", a", "gr ..: zn „u. ſ. fer gilt; fo muſſ man baden: 
X, +X%+%+... +, —1 | 
PR TE .+8,=1 
X, +r",rX,+... x =1 ‚ 
elc. ... ætc. 
Wenn man folglich: | J 


X, %, 4X, 4X, 73 +... 4x. P u, 
x, 2, +X,0,+X%37 st... Xu 
x a", +", zw", X", u", + ... A a u" 
etc. ... elc. | 
fest, fo bat man zu gleicher Beit: 
x, 1-2)+%1—-27,)+.... 
+%41-—-2)=1 — uU, 
x A—- )+X,1-2,)+... 
+r' (1-2 )=1-u, 
x, (1 — 2" )+X", (1 — r)4 en 
+xX" (1— x") =1- u”, 
elc. „.. etc. 
und u, u‘, u" ... find die mittleren Wahrfcheinlichkeiten, daſſ fid 
der 1fle, Zte, Ste, ... Geſchworene nicht irret, und folglid) 1 —u 
1— u, 1—u",,... die mittleren Werthe der Wahrfcheinlichkeiten 
daff fü der 1fte, 2te, Ste, ... Gefchworene irret. 
Demnach ift die Wahrfcheinlichkeit, daſſ fih keiner der n Gi 
fhworenen, für welche die Wahrfcheinlichfeiten des Nichtirrens ref 
Fur Ur U, ſind, irret, das Product aus biefen legten Wah 


n 2 
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ſheinlichkeiten und ihren vefp. Wahrſcheinlichkeiten Xy, X, X", , +. 
md bezeichnet man fie mit 175 ſo hat man folglich: Ze 


UZX, x, au ..o.. T a firser» 


Es fei P die Wahrfcheinlichkeit, daſſ fich Fein Geſchworener i irret, 
ven welcher Beſchaffenheit die ſeiner moͤglichen Wahrſcheinlichkeiten, ſich 
nicht zu irren, welche wirklich ſtattfindet, auch ſein mag; ſo iſt nach 
der Regel in F. 10 P die Summe der nv Werthe von ZZ, wehe, 
man erhält, wenn man darin fucceffive jede der Zahlen J, 2, 3,. 
für jede Der 7 Zahlen 2,2, 2°,... feßt. Nun ift aber leicht einzufehen, 
daſſ dieſe Summe das Product der n Mittelgrößen w, u’, u, ... 
if, fo bafl man für beliebige Werthe der Zahlen rn und v 


Pzuu! u’ e.oe 


Für die beliebigen Wahrfcheinlichkeiten a,, a’, u, ... bed 
Nihtirrend ergibt ſich Die Wahrſcheinlichkeit, daſſ ſich ein einziger Ge⸗ 
ſchworener irret, aus dem Werthe von IT, wenn man für ven erften 
Geſchworenen 1L— x; flatt &, für den zweiten 1 — x’, ftatt wen etc. 
fett. Bezeichnet man die diefen Wahrfcheinlichkeiten z,, a’, "ur, - » 
atfprechenbe Totalwahrſcheinlichkeit, daſſ ſich ein einziger Geſchworener 
itret, mit IT’, fo hat man folglich: 


T—=X,X; x" etc. (1 — a)" u ete. 
+2,12) 2" u etc. + 20, 1— Er" )ete.-+etc.]. 


Bezeichnet man ferner mit P' die Wahrfcheinlichkeit, daſſ fih ein 
einiger Gefchworener irret, indem man für jeden Gefchworenen alle 
möglichen Wahrfcheinlichkeiten des Nichtirrend in Betracht zieht, fo ift 
P' die Summe der nv Werthe von IT’, welche man erhält, wenn 
man darin fucceffive für jeden der m Indices z, 2°, 2, ... alle bie 
Zahlen 1, 2, 3,... ſetzt, und es iſt leicht einzufehen, daſſ biefe 
Eumme nur von. den mittleren Werthen u, u‘, u", ... abhängt und 
duch: 

P'-(1—u) u! u etc. +u(l — Pr u etc. 
+uuw (1 — u) ete.+ etc. 


aulgedruͤkt wird. 

Schließt man auf dieſe Weiſe weiter fort, fo gelangt man Au fol: 
gendem allgemeinen Satze: Die Wahrſcheinlichkeit, daſſ ſich von n Ge 
Ihivorenen n— . nicht irren, und daff fich 2 davon irren, tft biefelbe, 
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einen erſten Geſchworenen, xır x, eg, .. x, Diefe Werte für 
einen zweiten, "jr gr "gr... x”, dieſelben Werthe für ci 
nen britten. Sefchworenen, u. f. f. Berner wollen wir allgemein mit 
X, X 2 x wre die Wahrfcheinlichleiten bezeichnen, daff die Wahr: - 
ſcheinlichkeiten x,, &',,, &";,, . ... ſtattfinden, und welche zugleich die 
Wahrſcheinlichkeiten der correfpondirenden WBahrfcheinlichkeiten 1 —.. 
1-2, 1—2",,,... mb. Da eine der Wahrfcheinlichkeiten =. 
Egr Egr... ©, zuverläflig ftattfindet, daffelbe für eine der Waprfcheins 
lichkeiten =’, Ag, gr «++ &',, fowie für eine der Wahrſcheinlich⸗ 
keiten ng, gr, ſ. f. gilt; ſo muſſ man Haben: 
X, +%,+%+ ... +%=1 j n 
Art, trr,t... +%,>1. 
x +, ... xX,=1, 
elc. ... elc. 


Wenn man folglich: 


xXi Vi +-X,7, X, %at . 2. +X%2, = uU, 
er, rigegt... Xu, Zu | 
x" 2" +xX",2", 4X", "+ a Tat at Zum 
elc. „.. elc. | | 


fest, fo hat man zu gleicher Zeit: 


x, 1-2,)+%(1—-2,)+.. .. 
+2 (1-2)=1-u, | | 

x, (1 — ı )+X%, (1 — 1',)+ ... 
+23, (1 — 1) *1 - u, 

x", (1 — =" )+X", (1 — r)4 ... 
+x" (A — «")=1 u", | “ 


elc. „.. etc. 3 
und u, u‘, u ... find bie mittleren Wahrſcheinlichkeiten, daſſ ſich | 
ber Uſte, 2te, Zte, ... Geſchworene nicht irret, und folglich 1 — u, 
1—u', 1— u", ... die mittleren Werthe ver Wahrfcheinlichkeiten, 
daſſ fi der 1fte, 2te, Ste, ... Gefihworene irret. . nn 

Demnach ift die Wahrfcheinlichkeit, daſſ fih Feiner der n Ge; 
ſchworenen, für welche die Wahrſcheinlichkeiten des Nichtirrens tehi 
Zr Uyr Urn Pad, irret, dad Product aus dieſen lebten Wie 


. 


menen Gefchworenen, aus einem zweiten, aus einem andern Theile des 


Landes genommenen Gefchworenen, u. f. f. beftehen müffte, fo koͤnnten 


die mittleren Wahrfcheinlichkeiten z, w’, u’, ... verfchieden fein. Aber 


in allen diefen Fällen darf man die mittleren Mahrfcheinlichkeiten, welche 
vor der Ziehung der Gefchworenen flattfinden, nicht mit den Wahr: 
iheinlichfeiten verwechfeln, daſſ die durch daß 8008 zu Geſchworenen 
beffimmten Verfonen fih nicht irren, ‚wenn die Biehung geicheben ift, 
und wir werben fogleich auf diefe weſentliche Unterſcheidung wieder zu⸗ 
ruͤckkommen. 

$. 123. Wenn die Zahl v der moͤglichen Wahrſcheinlichkeiten 
2, gr &gr +... unendlich groß ift, fo ift die Wahrfcheinlichkeit je⸗ 
der derfelben unendlich klein. Es ift alddann X dx die Wahrfcheinliche . 
kit, daff die Wahrfcheinlichfeit des Nichtirrend eines beliebigen zufällig 
auf einer gegebenen Lifte genommenen Gefchworenen = x if. Ferner 
fi u das Mittel aus allen möglichen Wahrfcheinlichkeiten unter Be⸗ 


ruͤcſichtigung ihrer refp. Wahrfcheinlichkeiten, fo verwandelt fich bie 


Eumme, welche der Einheit gleich fein muſſ und die, welche nad "dem 
Borhergehenden den Werth von z bilden muff, in ein von z=0 bis 
z=.1 genommened beſtimmtes Integral, fo daſſ man hat: 


1 
Sxae=1,f zAdı=u 
0. 70 


Die poſitive Größe A Tann eine ganz willkuͤrliche continuirliche 
oder discontinuirliche Function von = fein, wofern fie nur der erſten 
dieſer Gleichungen Genuͤge leiſtet. Fuͤr jeden gegebenen Ausdruck von 
Ä gibt es einen ganz beſtimmten Zahlenwerth von zw; aber jedem ge⸗ 
gebenen Werthe von wu entſprechen unendlich viele verſchiedene Aus⸗ 


drüde von X, oder unendlich viele verſchiedene Wahrſcheinlichkeitsgeſetze. 


Wenn alle Werthe von z von z=0 bis z=1 gleich möglich 


Mad, fo iſt die Größe X von = unabhängig und. muſſ der Einheit 
gleich fein, um ber erſten der beiden, vorhergehenden Gleichungen zu ges 


nügen, und vermöge der zweiten hat man alddann u=4. Wenn die 
Größe X von 20 bis z=1 fo zunimmt, daſſ die Wahrfcheinlich- 
feit des Nichtirrend für einen Gefchworenen felbft deſto wahrfcheinlicher 
iſt, je mehr fie fih der Gewiſſheit nähert, wenn ferner X x gteihfbrmig 
zunimmt, und man feßt: 

X-ar 8, 


wo @ und & zmei pofitive Conftanten find; fo hat man alsdann: 


”q " 
/ Xdz=1le-+8&-1, 
o* | 


‚folglich: | 
| e=1—4e, X=1—Zo+arz, ı 
was erfordert, daſſ @>2 iſt. Hieraus folgt: 
u=4- Ir ® , 
daſſ die mittlere Wahrſcheinlichkeit weder groͤßer, als Z, noch kleinet, 
4. fein kann, welche Werthe &=2 und «= 0 entfprechen. 
Wir wollen ferner annehmen, daſſ X ſich nach einer geometriſchen 
Progreffion ändert, wenn z um gleiche Incremente waͤchſt, und: 
. o ar 


_ AIZ 





e 
ee — 1 


ſetzen, welcher Werth der Bedingung J. Xdz—=1 für jeben Barth 


der Gonftante @ Genüge leiftet, und worin e, wie garden, vie 
Baſis des neperfchen Logarithmenfpftemes bezeichnet. Wir haben: 


10.01 

1-e— u KL. ’ 
woraus folgt, daſſ die mittlere Wohrſcheinichkeit u, wenn man % 
von = —@ bis a0 waclen läft, in diefem Falle ale moͤgli⸗ 


lihen Werthe von z=0 bis u=1 annehmen kann, und fra =— 2 , 
«—=0d, a=w hat man u=0, u=l4, u=l, 

| Benn die verfchiedenen Wahrfcheinlichkeiten des Nichtirrend zwi⸗ 
ſchen engern Grenzen als Null und die Einheit liegen müffen, 3 

wenn = nicht unter 4 Z berabfinfen darf und außerdem über 4 alle Ber 
the deſſelben gleich möglich fein follen, fo nimmt man für X eine dis⸗ 
continuirliche Function, welhe man auf diefe Weife beſtimmt. Wir 
wollen mit e eine pofitive und endliche, aber ſehr kleine Groͤße bezeic 
nen und fx fei eine Function, welche von = = bis = ſich 
ſehr ſchnell aͤndert, für alle zwiſchen =0 und æ2—-6 liegenden 
Werthe von z verfchwindet, und melde von z—=4 bis z—1 ein 
gegebenen conftanten Werth g hat. Alddann wollen wir:. 


—— 


ſetzen, ſo iſt nach der Natur dieſer Function fr: 
1 
— rae=ist Sy Sede 


1 
und wegen [. Xdz=1 bat man folglid: 
0 


menen Gefchworenen, aus einem zweiten, aus einem andern Theile des 
Landes genommenen Geſchworenen, u. f. f. beftehen müflte, fo könnten 
die mittleren Wahrfcheinlichkeiten zz, u’, u”, ... verfchieden fein. Aber 
in allen diefen Fällen darf man die mittleren Mahrfcheinlichkeiten, welche 
wer ber Biehung der Gefchworenen ftattfinden, nicht mit den Wahr: 
ſcheinlichkeiten verwechleln, daſſ die durch das Loos zu Gefchworenen 
beffimmten Verfonen ſich nicht irren, wenn die Biehung geichehen ift, 
md wir werden fogleich auf diefe weſentliche Unterſcheidung wieder zu⸗ 
tͤkkommen. 

F. 123. Wenn die Zahl v der moͤglichen Wahrſcheinlichkeiten 
5, gr %gı + . .. unendlich groß ift, fo ift die Wahrfcheinlichkeit je- 
dee derfelben unendlich Flein. Es ift alddann Adz die Wahrfcheinlichs 
kit, daſſ die Wahrfcheinlichkeit des Nichtirrend eines beliebigen’ zufällig 
auf einer gegebenen Lifte genommenen Gefchworenen = x if. Ferner 
Mu dad Mittel aus allen möglihen Wahrfcheinlichkeiten unter Be⸗ 
Adfichtigung Nhrer- reſp. Wahrfcheinlichkeiten, fo verwandelt fid bie 
‚Summe, welche der Einheit gleich fein muff und die, welche nach dem 
‚Borhergehenden den Werth von z bilden muff, in ein von 20 bi 
1 genommened beftimmted Integral, fo daſſ man hat: 


Sxae=1, xXdı=u, 
0 0 


Die poſitive Größe X Tann eine ganz willkuͤrliche continuirliche 
ser discontinuirliche Function von = fein, wofern fie nur der erſten 
dieſer Gleichungen Genuͤge leiſtet. Fuͤr jeden gegebenen Ausdruck von 
X gibt es einen ganz beſtimmten Zahlenwerth von w; aber jedem ge⸗ 
ebenen Werthe von zw entiprechen unendlich viele verfchiedene Aus⸗ 
: de von X, oder unendlich viele verfchiedene Wahrfcheinlichfeitögefege. 
Wenn alle Werthe von z von z=0 bis z=1 gleich möglich 
| ‚Im, fo ift die Größe X von = unabhängig und muff der Einheit 

fein, um ber erſten der beiden. vorhergehenden Gleichungen zu ge⸗ 
"gen, und vermöge der zweiten hat man alsdann v1. Wenn die 
"Oröße X von 20 bis z—1 fo zunimmt, daff die Wahrfcheinlich- 
Bit des Nichtirrend für einen Gefchworenen felbft defto wahrfcheinlicher 
iß, je mehr fie fi der Gewiſſheit nähert, wenn ferner X gleichförmig 
"anime, und man febt: 




























X &r-te , 
und & zwei poſitive Conſtanten find; fo hat man alsdann: 


1 
[ Xdz=1le-+6-1, 
0. 


1.3 


ft pw eine continuirliche oder discontinuirliche Function von ſolcher 
Beſchaffenheit, daſſ JS; gudu=ı if, und die eben in Beziehung, 


auf X gemachten Bemerkungen laffen ſich auch auf fie anwenden. 

& 124. Die vorhergehenden Formeln würden die volftändigen Aufs 
löfungen aller Aufgaben geben, weldye der Gegenftand dieſes Kapiteld 
darbieten kann, wenn man die Wahrjcheinlichfeit A der Schuld des Ange 
klagten vor der Enticheidung der Gefchworenen und in jeder Angelegenheit 
für jeden Gefhworenen die Wahrfcheinlichkeit Fännte, daſſ fich derſelbe nicht 
irret, oder vielmehr, wenn, wofern diefe Wahrjcheinlichkeit des Nichtirrens 
mehrere mögliche Werthe hat, alle dieſe Werthe, fowie ihre reip. Wahr- 
fcheinlichkeiten gegeben wären, oder endlich, wenn, wofern dieſer Werthe 
ſehr viel find, und jeder eine unendlich kleine Wahrfcheinlichfeit hat, die 
‚Sunction bekannt wäre, welche dad Gefeb ihrer Wahrfcheinlichkeiten 
ausdruͤckt. Aber keins dieſer durchaus erforderlichen Elemente iſt und 
a priori gegeben. Die Wahrfcheinlichkeit der Schuld des Angeklagten, 
bevor er vor dad Geichworenengericht geftellt wird, ift wegen der Vor 


unterfuhung und der darauf erfolgten Anklage deſſelben ohne Zweifel 


größer, ald die Wahricheinlichfeit feiner Unſchuld. Es ift alfo aud am 
zunchmen, daff A größer ift, als 4; aber um wie viel? Dieſes koͤn⸗ 
nen wir zum Voraus nicht wiſſen, weil es von der Geſchicklichkeit und 
der Strenge der mit der Borunterfuchung beauftragten Perfonen abs 
hängt und bei’ verfchiedenen Arten der Verbrechen verſchieden fein fan. 
Auch koͤnnen wir vor dem Ziehen der Looſe nicht wiſſen, welche von 
den auf der Lifte ftehenden Bürgern Gefchworene werden koͤnnen, ſo 
wenig ald nad der Ziehung die Wahrfcheinlichkeit, daſſ fich ein Ge 
fchworener nicht irret. Denn fie tft bei jedem Gefchmorenen .von feiner 


| 


Einfihten, von feiner Meinung binfichtlich ded Unterdruͤckens dieſes oder 


jenes Verbrechens, von feinem Durch das Alter oder das Gefchlecht bed 


Angellagten erregten Mitleide, u. f. f., abhängig, und alle diefe Um 


fände, welche und unbefannt find, und welche außerdem nicht in Babe 
fen ausgedruͤckt werden Fünnen, haben auf die Urtheile der Gefchwort 
nen Einfluf. Um alfo von den vorhergehenden Formeln Gebrauch me 
Sen zu können, müffen die darin vorfommenden unbefannten Elemente 
eliminirt werden, und dies ift der Gegenftänd, womit wir und num 
beſchaͤftigen wollen. 

F. 125. Wir wollen den Fall betrachten, wo die Wahrſcheinlich⸗ 
keit des Nichtirrens für alle Geſchworene gleich iſt. Es wird voraus 
geſetzt, daſſ ſie vor der Entſcheidung unbekannt iſt und alle moͤglichen 
Werthe von © bis F annehmen kann, und die unendlich Meine Bahr 
fheinlichkeit eines Werthes u dieſer Wahrſcheinlichkeit fol mit gu 


% 
4 


s03 

net werben. Wenn dieſer Werth gewiſſ waͤre, d. h. wenn die 
ſcheinlichkeit bed Nichtirrens für jeden Geſchworenen zuverläfig — u 
fo würde die Wahrfcheinlichkeit, daſſ der. fehuldige oder unſchul⸗ 
Ingellagte von n — 2 Stimmen verurtheilt und von: ben übrigen - 
mmen freigefprochen wird, durch die Formel (4) ausgebrüdt, wo 
Sefammtzahl der Gefchworenen und K die Wahrfcheinlichkeit der 
d des Angeklagten vor der Urtheilöfällung if. Die Wahrfchein- 
t diefer Stimmenvertheilung wird folglich wirklich durch dad Pro⸗ 
1us diefer Formel und Pu du ausgebrüdt, und wenn diefe Ver- 
19 der Stimmen wirklich flattgefunden hat, fo wird die Wahr⸗ 
ichfeit, daſſ die allen Geſchworenen gemeinfchaftliche Wahrſchein⸗ 
t des Nichtirrend — u ift, durch das Product aus der Formel (4) 
ru du dividirt durch die Summe aller Werthe dieſes Productes, 
: allen Werthen. der Größe z von. v=0 bis u=1 entfprechen, 
drückt ($. 43), fo daſſ wir, wenn wir diefe unendlich Heine Wahr: 
ichleit mit o,du bezeichnen: 


J [aa - u) "a-)+a—hu au" Apu _ 
S [ku a -W ta Hua)” = udn 


en, indem wir ben von u unabhängigen Factor IN, der Formel 

welcher im Zähler und Nenner von @; zugleich vorkommen mürde, 
glaffen. Wenn man die Wahrfcheinlichkeit, daſſ die Wahrfcheins 
t u des Nichtirrend zwifchen gegebenen Grenzen Z und Z' gelegen 
mit A, bezeichnet; fo wird dieſe Größe Durch das von z—=/ biß 
" genommene Integral von o;du auögedrüdt, und man hat 


h: 
—* nn apa anf/' au)” Pyudu 
— ——— „Au —i uda 


Wenn n eine gerade Zahl ift und eine gleiche Stimmenvertheilung 
ndet, fo hat man n= 22 und folglich: 


"ii i | 
‚u(l—u)ypudu 
I 


f: 1 a _ u) yudu 
0 
iſ die Wahrſcheinlichkeit Ay.alddann von der Größe AK, wovon ſie 
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im Allgemeinen bei einer ungleichen Stirnmenvertheilung: abhängt, um⸗ 
abhängig if. Wenn zwei beliebige, von den Grenzwerthen 0 und 
1 oder von dem mittleren Werthe 4 gleich weit entfernte Werthe 
von u gleich wahrſcheinlich find, fo daſſ 9 (1 — ou if; fo 
folgt: 


1 n—i i i n—i 
1— du= 1—u du. 
9 u, ( u) gudu /, u ( ) yu 
Wenn ferner I4 und !=ı1—/ if, fo bat man auch: 
Uni 
Si (1— u) zudu=/ v(a—u)" "gudu, | 
und bie Formel (12) verwandelt fich folglich in: | 


fi 1 — au) pudu 


1 
J. ur au) pudu 
0 


und ift wieder von k unabhängig, auf welche Weife fich die Geſammt⸗ 
zahl der Stimmen auch vertheilen mag, oder welche Werthe die Zahlen 
n—i und 2 audy haben mögen. 

Eest man in ber Formel (12) Z=4 und 1 und bezeichnet 
ihren Werth alddann mit A’z; fo erhält man: | 





Pe 





if u a-u)gu dut+a-ı/, Aa)" gudu 


= | 


/, ' Tania, ua—)" "pudu | 


für die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die Wahrſcheinlichkeit u zwiſchen 4 1 und 
1 liegt, oder größer als 4 if. Setzt man ebenfo Z=0 und 24 
und bezeichnet alsdann den Daraus entftehenden Werth der Formel (12) 
mit 4”,, fo erhält man: 


uf Eu a) — — (1—u)" —T udu 
A—— — ———t — —ñ — 
—* Ka K —J— u(l-u) pudu 
für die Wahrfcheinlichkeit, daff zw Feiner ift ald 4. Da nun die Wahr 


fcheinlichkeit, Daff genau u=} ift, unendlich Hein ift, fo muſſ bie 
Summe der beiden Größen A/; und A”, der Einheit gleich fein, ‚oo 





lichkeit des Nichtirrens der Gefchworenen ald gleich wahrſcheinlich ange 
nommen werden. | | | 

Der Werth von L, hängt in jebem andern Falle nicht bloß, wir 
der von 5, von der Stimmenmehrheit m, oder n — 27, bei welcher 
das Urtheil auögefprochen ift, und von der Größe k ab, fondern er 
hängt auch von der Gefammtzahl 7» der Gefchworenen und von bem 
Geſetze der Wahrſcheinlichkeit der Wahrfcheinlichkeiten, daſſ ſich die Ge 
ſchworenen nicht irren, welched durch die Function Pu audgedrüdt 
wird, ab. . 
Wenn z. B. eine Verurtheilung von einem aus 201 Gefchwores 
nen beftehenden Gefchworenengerichte nur bei einer Majorität von einer 
Stimme auögefprochen ift, oder, wenn ber Angeflagte in einem andem 
Falle von einem einzigen Gefchworenen verurtheilt ift, und ed ift gewiſſ 
daff die Wahrfcheinlichkeit des Nichtirrend für dieſen einen Gefchworene 
“und für jeden der 201 übrigen dieſelbe gewefen ift; To hat-bie Ride 
tigfeit ded Urtheiles in beiden Fällen genau dieſelbe Wahrſcheinlichkeit, 
nur ift im erften Falle, wenn dieſe Wahrfcheinlichleit des Nichtirrnd 
merklich von 4 verfchieden ift, das beobachtete Ereigniff ein ungemöhrs 
ches, deſſen Wahrfcheinlichkeit fehr gering ift, und welches ſehr ſelten 
ftattfinden wird, und wenn dieſe Wahrfcheinlichkeit des Nichtirrend =} 
iſt; fo ift die Wahrfcheinlichkeit des erften Falles nach dem Ausbrude 
von @, in $. 119 etwas größer, ald 4. Aber wenn bie Wahrſchein 
lichkeit, dafj jeder Gefchworenen fich nicht irret, uns vor der Entfcheibung 
unbekannt ift und wir fie aus dem auögefprochenen Urtheile felbft ab 
leiten wollen, fo ift die Schuld des Angeklagten weit weniger wahr 
fcheinlih, wenn er von 101 Gefchworenen verurtheilt und von 100 
andern Gefchworenen freigefprochen wird, ald wenn er nur von einem 
einzigen Gefchworenen verurtheilt worden wäre. Hiermit ift jedoch nicht 
gefagt, daſſ die Enticheidung von 101 Gefchworenen gegen 100 at 
und für fich weniger richtig fei, ald die eines einzigen Geſchworenen, 
fondern nur, daſſ die Vertheilung von 201 Stimmen in zwei nur um 
eine Einheit verfchiedene heile es fehr wahrfcheinlich macht, daſſ die 
Wahrfcheinlichkeit des Nichtirrend wenig von 4 verfchieden geweſen if, 
ohne Zweifel wegen der Schwierigkeit der Sache felbft. 

$. 127. Um fich von der Bedeutung, welche man den Formein 
(12) und (13) beilegen muff, einen genauen Begriff zu bilden, mufl 
man fich eine Perfon denken, welche vor der Entfcheibung des Geſchwe⸗ 
venengerichteß einen gewiffen, durch die Wahrfcheinlichkeit ausgedrud⸗ 
. ten Grund habe, den Angeflagten für ſchuldig zu halten, welche Feine 
der n Gefchworenen kennt, fo wie auch die Sache nicht, welche fie be 
urtheilen follen, fonbern welche blos weiß, daſſ man bie: Gefchmorme 





308 


die Ausbrüde von F, und Z, durch dieſelben Betrachtungen, als 
für A, und C, angeftellten, indem man aber die Werthe von.c, und 
($. 118 und $. 120) flatt der Werthe yı und p,, deren wir und | 


der Ableitung der Formeln (12) und (13) bedient haben, anwend 
Auf diefe Weiſe findet man: 


BR — Poudu u 


Hf"Ugrauranf" Ypudu | 
69 


| ô ————— ——— —— — 


Man koͤnnte dieſe Ausdruͤcke, ſo wie die Formeln (12) und (13 
verallgemeinern und fie auch auf den Fall ausdehnen, wo man wäflt 
daſſ ein Theil 7’ der. Gefchworenen zufällig auf einer erſten Liſt 
ein anderer Theil 7" auf einer zweiten Lifte eZc. genommen ift un 
wo vorauögefegt würde, daſſ für die erfte Life ein Werth w’ der. mit 
leren Wahrfcheinlichkeit des Nichtirrend eine Wahrfcheinlichkeit — p’u’ du 
für die zweite Lille ein Werth u” Diefer mittleren Wahrſcheinlichke 
die Wahrſcheinlichkeit 9’ u’ du", u. f. f. hat. Allein diefe. Erweit 
zung bietet weber Schwierigkeit, noch eine nüßliche Anwendung dei 
und wir wollen deshalb die complicirten Kormeln, auf welche ſie fuͤhr 
hier nicht mittheilen. 

F. 128. Wenn 2 und n—z fehr große Zahlen ſ nd, fo mu 
man fi zur Berechnung der Näherungdwerthe der in ben Formel 
(12), (15) und (14) vorfommenden Integrale der Methode in $, 6; 
bedienen. Wir wollen zunädhft die in den Formeln (12) und (13 
vorkommenden Integrale betrachten. | 

. Von u=0 bis u=1 bat das Product ur (1 — 2)! nur ä 
einziges Marimum, deffen Werth wir mit © und ben entſprechende 
Werth von u mit « bezeichnen wollen Alsdann ift: 


n—i, 1 (9 


n n 
n 


Herner wollm wir 


ige | 


een, obes indem wir bie Logarithmen nehmen: 
x? —lboge— (n — 2) log uU— zlog (1 —u). 


Die Veraͤnderliche = waͤchſt fortwährend von = — co bie 
s=9, de Bate e = — 0, 2=0, zo entiprehen 20, 
u=@, u=1 und die Grenzen des Integrales in Beziehung auf x 
fi +0, wenn die fid) auf u beziehenden O und 1 find. Allge— 
mein, wenn man bie Grenzen in Beziehung auf x, welche den Gren- 
zen Z und 2 in Beziehung auf u entfprechen, mit A und A’ bezeichnet, 

fo dat man nach den vorhergehenden Werthen von 6 und x=?: 





2— 


i= + Dog! + ilog —, _pnr 








— — — — — — 


=) Do Dlog +50 0 nn 


Da die Werthe von A und A’, wenn Z und 2 größer find, als «, 
yoftio fein muͤſſen, fo nimmt man bie oberen Zeichen der Wurzelgrö- 
fa; Die untern Zeichen dagegen, wenn Z und kleiner find, als «, 
ud wenn Z<e und !>« ift, fo nimmt man das obere Zeichen 
der zweiten und das untere der erften Wurzelgröße, damit der Werth 
von A negativ und ber von A’ pofitiv wird. . 

Um u durch eine nach den fleigenden Potenzen von z geordnete 
Reihe auszubrüden, fein Y, y’, Y, ... die conflanten Eoefficienten, 
u wir wollen: 


, u=a+ystys?+Yy"z°-+ete. 
Im; fo ergibt fi Hieraus mit Beruͤckſichtigung der Werthe von a, 6 


ud =?: 
ı?= — naIetr x? +y"z?-+ etc)? 
4 — 
4 oa (yety'z2 ty" 28 + etc) + ete. 


und wenn man bie Coefficienten derfelben Potenzen von = in den bei: 
den Theilen dieſer Gleichung einander: gleich ſetzt; fo ergeben ſich die 
Baie von Y, Y', Y“, vermittelft welcher man: 


u=atey HD _ en 2) 
md zugleich: 





du=y Fed dı _ nee Her. am 
erhält. 


Wenn die Suncion gu auf ber einen ober andern Seite des 
befondern Werthes & von uw nicht fehr fchnell abnimmt, fo kann marr, 
nahdem man den Reihenausdruck von u in diefe Function ſubſtituirt 
hat, vieielbe auch nach den Potenzen von u — « nnd folglich nad den 
Potenzen von z entwideln. Auf diefe Welfe erhält man: 


g9gu=yae- — — ee. = ' 
ey Ze 2 
+4 —9 et. er elc. 


Vermoͤge diefer verfchiedenen Merthe enthält der Reihenauddrud vom = 


[wa — — X du. ' 
0 


die von = — bis 2 = genommenen Integrale des mit deu 
geraden oder ungeraden Potenzen von = multiplicirten Differenziale S 
e** dz. Die Integrale mit den geraden Potenzen von =. haben be⸗ 
kannte Werthe, die uͤbrigen verſchwinden und da die Zahlen ud 
n— 3 von berfelben Größenordnung, ald n find; fo erfepeint tie 
un Rede ſtehende Reihe nach Größen von der Kleinheitsordnung vo r 


— —— n 








geordnet. Bleiben wir bei dem erſten Gliede 
derſelben ſtehen und bemerken, daſſ J dsVa iſt, ſo erhal⸗ | 
ten wir: | 
— sed H Vere=n e(). 
\ n+1 Vn 


woraus ſich durch Vertauſchung der Zahlen 2 und n — 2 ergibt: 


. .; — —E— 
[ va — u) gudu= "N? 2 — (an »(—)- 
0. n 7 
Wenn man mit Ö eine poſitive und gegen Vn fehr kleine größe 
ferner: 


ie 2i(n—i) 2i(n —') 
5] 7 !’= pof3 nd. 
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ft, mb die in ben Ausdruͤken von A und A’ vorkommenden Loga— 
rithmen in Reihen entwidelt; fo findet man A= — 6 und 2'—6, in 


dem man bie Ölieber von ber *einheitdorbnung von v vernachläf: 
figt. Hiernach hat man: 


X —i 
_ J u a-u)gudu= 


[ 
Ku CN a) fi u 
a 7277 


1 
bis auf Größen von ber Ordnung von —— genau. Je mehr Ö zu- 


nimmt, deſto mehr nähert ſich das Integral in Bezichung auf = dem 
Berthe YVx, und damit es nur fehr wenig davon verfchieben ift, 
braucht man für Ö nur eine Zahl, wie 2 oder 3 zu nehmen. Für 


die Grenzen Z oder 2, welche beide merklich größer oder Heiner, als — 


ſind, wuͤrde das Integral nach u faſt Null fein. u 
Bezeichnet man mit e eine pofitive und gegen ſehr Heine 


Größe, tt: 


| 2i(n 2 2iin—n) 
1 — 8 ya ‚Vz Ley ® , 


ſo erhaͤlt man ebenſo: 
| u; n—i 
/ı u(l—u) gudu= 


MEET, fen 


Bern die Grenzen Z umd 7 merklich größer oder Meiner, als BA 

wären, fo würbe das Integral in Beziehung anf u faft Null fein. I 
| 2: Ban bie Bruͤche — und = merklich von einander verfcie- 
den find, 17 find ‚bie vorhergehenden Werthe von / und / ebenfalls 
von dem Werthe — von u, welcher dem Marimum don u _ ut! 
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entforicht, berſchicden „wodurch das, dieſen Grenzen entſprechende * 
tegral: | | 


fi Wa —)" "pudu 


faſt auf Null rebucirt wird, und zu gleicher Zeit find dieſe letzten Werthe 
von Z und 2’ auch merklich von dem Werthe von — ‚von u, we 


cher dem Marimum von u" — u)° entfpricht, verfieben, woburd 
dad andern Grenzen entfprechende Integral: 


U n-— \ 
fi® "Aw gpudu 


ebenfalls auf Null reducirt wir. 

$. 129. Subftituirt man alfo in die Formel (13) die Näherung 
werthe der darin vorkommenden Integrale und lafft die dem Zähler und 
Nenner gemeinfchaftlihen Factoren hinweg, fo befommt man: 


kg F ) 


4* 


(tar) 


für die Mahrfcheinlichkeit, daff ein Angeklagter ſchuldig iſt, wenn er 
von einem aus einer fehr großen Anzahl 2 von Gefchworenen beftcher 
den Gefchworenengerichte bei der Mehrheit von m oder n — 2: Stim 
men verurtheilt if. Man ficht, daſſ diefe Wahrfcheinlichkeit von dem 
Verhaͤltniſſe von 2 zu 72, ober wenn man will, von- dem Verhaͤltniſſe 
von n— 2 zu Z und nicht von der Differenz diefer Zahlen abhängt, 
wie die Wahrfcheinlichkeit p,, welche in dem Zalle ftattfindet, wo die 
MWahrfcheinlichkeit u des Nichtirrend der Gefchworenen a priori gegeben 
ift ($. 119) Wenn 3. B. der Angeklagte bei einem aus 1500 Ge 
fhworenen beftehenden Gefchworenengerichte von 1000 Stimmen ver: 
urtheilt und von 500 freigefprochen wird, oder wenn er von einem 
aus 150 Gefchworenen beftehenden Geſchworenengerichte durch 100 
Stimmen verurtheilt und durch die 50 uͤbrigen freigeſprochen wird; ſo 
iſt die Wahrſcheinlichkeit L, in dieſen beiden Fällen dieſelbe, aber die 


MWahrfcheinlichkeit p, Tehr verfchieven. Wenn dagegen daß erfte Geſchwo⸗ 


renengeriht aus 1050 Gefchmorenen beftände, wovon 550 den Ange 
klagten verurtheilt und 500 ihn freigefprochen hätten, während dad 
zweite Sefchworenengericht und beflen Entſcheidung ungeaͤndert bleiben, 








Jis 
würbe die Wahrfcheinlicheit p, nicht geaͤndert werden und die Wahr⸗ 
inlichkeit &, koͤnnte für beide Fälle fehr verſchieden ſein. n 
Wenn der Angeklagte verurtheilt iſt, ſo iſt —4 und 24 


enn man nun annimmt, daſſ die Function ꝙ u "unter v4 fo Null 
i h. h. wenn man eine mittlere Wahrfcheinlichkeit des Nichtirrens, welhe - 
4 oder Feiner als die des Irrend wäre, ald ganz unwahrſcheinlich be- 
htet, und wenn fich ferner der Bruch A der Null nicht fehr nähert; 
kann man dad zweite Glied des Nennerd von L, gegen bad erfte ver- 
hläffigen, und. folglich ift alsdann &,=1 oder wenigftend eine ſich 
t Gewiſſheit fehr nähernde Wahrſcheinlichkett. 

Vermittelſt der Naͤherungswerthe der in der Formel (1 2) vorlom⸗ 


aden Integrale und unter der Vorausſetzung, daſſ die Brüche - — 
id -— nicht fehr wenig von einander verfchieben find, erhält man: 


a 7 
— 


ir die Wahrſcheinlichkeit, daſſ bei dem gegen ven Angeklagten gefaͤll⸗ 
n Urtheile die allen Geſchworenen gemeinfchaftliche Woheſcheinlicteit 
ref Richtirrend zwiſchen den Grenzen: 


ip Be 
n n3 


elegen hat. In derfelben Vorausſetzung, in’ welcher eins der ‚beiden 
n dem Zähler Der Formel (12) borfommenben Integrale verſchwindet, 


Mt man: 
' 41 i 8 — x? 
er/r 
n—i i 
k(T)+u-ne(7) 


für bie Waptfcheinlichkeit, daſſ diefe Wahrfcheinlichkeit zwifchen den Grenzen: 


i y}e 
n n3 











gelegen. "bat. 
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der Formel (13) vorfommenben Integrale auf vFn. Innerhalb der⸗ 
jeher find die Factoren ur — u)" und u — u conftant, 
ud wenn man fie aud dem Integralzeichen /heraustreten Käfft, und 
dann dab ‚Integral JS yudu, welches ein gemeinfchaftlicher Factor 


vs Zaͤhlers und Senners des Ausdruckes (13) ift, hinwegläfft, ſo 
finmt derſelbe mit der auf ben Ball von Wr angewandten Formel 
M überein. 1 2 

Wenn die beiden Brüche — und — nicht merklich von ein⸗ 


ändet verſchieden ſind, und man nimmt e=d; fü beziehen ſich bie 
vorhergehenden Werthe von A, auf diefelben Grenzen der Wahrfcheins 


Ihleit u; aber ihr gemieiifaftlicher Werth iſt von den vorhergehenden 
ö ee Ye cr 
verfhieden, von k unabhängig und = =772 —— dz, weil in bie: 


fen befondern Falle die beiden im Zähler, ſowie die im Nenner bes 
Auzdruckes (12) vorkommenden Integrale faft einander. gleich find. 

$. 130. Um die Näherungswerthe ber in ben Formeln (14) vor- 
tonmenden Integrale zu beſtimmen, muff man die von U, und V, 
vermittelft der Formeln (11) ausdruͤcken. 


„De bie erfte diefer letztern flattfindet, mern 4 ⸗Egrdher iſt, als 
| - re 7 ; und die zweite im entgegengeſetzten alles, fo folgt, daſſ die 
enſte vom u=0 bis u=@ und bie zweite von u=« bis u=1 ſtatt⸗ 





| fudet, wenn man n für n-+1 nimmt und — — ſetzt. Nach 
der Gleichung, welche die in dieſen Formeln (11) vorkommende Größe 
‚0 beſtimmt, hat man: 


EEE m 92 


| | "a-u)= - e J 





d. h. dieſelbe Gleichung, welche man zwiſchen = und z hatte, und 
woraus folgt: | 


nur FE —— Er 


Uhr da 6 immer eine pofitive Größe fein muſſ ($. 121), fo find feine 
' Bette Oo =, 60, 9=0 für u=0,u=e, uzl. Indem 
de Beränderliche u von v=0 bi um "wicht, nimmt bie Veraͤn⸗ 





‚m 
ud werg· wen diefe beiden Formeln addirt, ſo ergibt ſich ⸗: 


SS U,gudu= /'gudu | WW 


Allgemein, wenn man mit a und 2, zwei ſolche Werhe von % 
Sneichnet, daff a <a und a,>e« ift, und mit 5-und 5, die u=a. 
md ua, entiprechenden pof itiven Werthe von 6; fo. hal man bei 
dem Grade von Annaͤherung, wobei wir ſtehen Bleiben : 


Se uowauzoef (je "aan 

| [LUrpudu= |" pudu- | 
EL 

Br das Verfahren ver theilweifen Integration erhält man ferner: 

| [I "de do=b J, € er 

IN (he ——— I ne MN: 

und folglich: | | | 

[eo Een”) 

| S "U,pudu= J | 
A —  fe "art 1) 


Seht man nun in den Formeln (11) vs für U, und verwandelt 


Rich u in 1 — u & 118), ſo findet die erſte ſtatt, wenn 


‚she if, als — — z d. h von u=1—a bis u=1, indem 














Ran zn für n--1 nimmt und wieber «= — set, und die zweite 
von u=0 bis ul. Bezeichnet man dich 0° den Werth von 6, 
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wenn man darin dr. in 1 verwandelt und laͤſſt wieber die @ich 
1 

von der Kleinheitsordnung von 7 unberuͤckſichtigt, ſo erhaͤlt man zunaͤchſl 


S- ee ET, Wr = le de 


1a 





V,yudu= 


0 
1—a gIzıy, —.ı? 
JS, ‘ puda—p(1— nl) er f ‚dx 0, 


und folglich: | 
S Yıyudu fr zudn 


Vezeichnen alsdann a’ und a, zwei ſolche Werthe von u, baff a! <ı- 
und a/>ı-—a if, und 4 ‚b, ':die aus der Geihung: 


—; 
ni ı Uln—i — 912 
u ( iM — 





abgeleiteten Werthe von 0°, welche u=a. und u= a, entſprechen 
ſo hat man auch: 


V,pudu= oo. 
1—a | 
| Zin—) © _g0 — 512 
a ee? 
N Vioudu=/) "pudu . 
. i 2’a—;) Br 92" _ 2 
a0 "ar ”)- 


8181. Rahdem die Näherungswerthe der in den Formeln (1.4 
vorfommenben Integrale auf diefe Weiſe beftimmt find, erhalten wir 


EEE AH 
— tur een 








sIs 


ſer die Wahrſcheinlichkeit, daſſ der Angeklagte ſchuldig iſt, mern er mes 
nigflend von — Stimmen eines aus einer ſehr großen Anzahl rn 


Geſchworenen beſtehenden Geſchworenengerichtes iſt verurtheilt worden. 


Wenn dad Verhaͤltniſſ FE Yan alddann größer, ald 4 ift, und man 


nimmt an, daſſ bie Function pu für kleinere Werthe von u ald } 
einen unmerklichen oder verſchwindenden Werth hat; fo ift dieſes auch 


mit dem Integrale f F pudu der Fall, und wenn k Fein ſehr 
0 


einer. Bruch ift, fo ift der Werth von Z, faft der Einheit. gleich. 
A dem Falle, wo für alle Werthe von u, p(1 Sn = gu ift, hat man: 


Ssesu= [sa -wauzfouau 


wodurch der Werth von Z, auf k reducirt wirb, wie es ſein muſſ. 


Wenn man a=1—e und q, S nimmt, fo find die corre⸗ 
Mendirenden Werthe 5 und 5,' von 6 und 0" einander: gleich. Be: 
zeichnet man diefen gemeinſchaftlichen Werth mit c und berüdfi ichtigt 
bie Bedeutung von @; fo ift c die durch die Gleichung: 


(n— Ni n—ti je 2. 


=ı *(n— 


beftimmte pofitive Größe, und man hat: 
Si. Opudu=geyf ef" "dı+4—e“) 
JS. Yyudu= 
aa EL [tar 0”) 


woraus folgt: 


— | 


 hontau—heti-e | 


ET f suite 7 "yudu Kg 
| ( ef. ee“ det) — =") yız 2 2 


Ad die Wahrſcheinlichkeit, daff bei der in Rede ftehenden Verurtheilung 
die allen Geſchworenen gemeinſcheftlche Wehrſheinitchteit u u des Nicht⸗ 


Pi 


ierend zuifien 1—a und ©, 6. 5. zwifgen — und —— gelegen im 


Diefe Wahrfcheinlichleit ift wegen des fehr Heinen Factors y u ek 


fehr Hein, woraus folgt, daff es im Gegentheil fehr wahrfcheinlich if, 
daſſ bie Wahrſcheinlichkeit u groͤßer als. a oder Heiner als 1 4 ge 
wefen iſt. 

Um dieſes darzuthun, wollen wir a, =1 und a ‚=ı nehm 
fo find die correfpondirenden Werthe von 6 und 6 refp. b,=o mb 
b’=on; ſotglich iſt: 


N U,ygudu= fvesu- ef, 
“ ‚Yıoudu=joa-ay Fe, 


Wenn man von diefem legten Integrale ben vohemzchenden Beh 
von fi „PrP udu abzieht, ſo kommt: 


Sf. Pıyudu= aa (le fee ) 


und vermoͤge der Werthe von f U,pudu, IA — * aht mn: 
Y,= = 


— pudu- —————— — 4)] 3 
af" puautt pudu--(1- —Vv "yudu yo 


| für die Wahrfcheinlichkeit, daſſ die Wahrſcheinlichkeit zz zwifchen u=® 
und u=1 gelegen hat, oder größer ald & gewefen if. Setzt man 
ferner @=0 und a’ —0, fo hat man auch b=w und 5’=0; 


folglich: | 
1-o ’ı1—0 2 iln—)ı) 
— Yıpudu= | us say Eh 


S Vioudu=isoy Fer 2 





and 
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Bicht man von diefem lebten Integrale ben vorhergehenden Werth von 
Alte 
Je Vrrudu ab, fo erhält man: 
i 


Stun ER je) 


unb and den Werthen von |" Urpudum | "Yıyudı Ä 
| Folgt : | 





Y,= 





— — — — 
— — 


uf vuduta-nf "pudu 


für die Wahrfcheinlichkeit, daſſ die Wahrfcheinlichkeit z zwiſchen u=0 ' 
und z=1—@ gelegen hat, oder Peiner ald 1 — « geweſen ift. 
Die Summe der beiden letzten Werthe von F, ift ſehr nahe der Ein- 
heit gleich, was bewiefen werden folte, Wenn die Werthe von pu 
für a4 Nufl oder unmerklih find, fo ift der legte Werth von T, 
ſehr Hein und ber vorhergehende fehr wenig von ber Gewiſſheit (Ein 
heit) verſchieden. In allen Fällen ift die Eumme der drei vorhin be: 
sechmeten Werthe von Y,=1, wie c8 der Falk fein muſſ. 


8. 132. Selbſt wenn die Anzahl 7 der Gefchworenen fehr groß 
it, muſſ man nach dem Vorhergehenden in Beziehung auf die Function 
gu oder über dad Wahrfcheinlichkeitögefeh der Wahrfcheinlichkeiten des 
Nichtirrens der Sefhworenen eine Vorausſetzung machen, um die Wahrs 

ſcheinlichkeit beftiimmen zu koͤnnen, daſſ ein Angeklagter ſchuldig ift, 

wenn er von 3 — 2 Stimmen freigeſprochen und von 2 Stimmen vers 
urtheilt iſt, und dieſes ift in dem geroöhnlichen Falle, wo die Zahl rn 
wicht fehr beträchtlich ift, um fo mehr nothwenbig. 

Die Voraudfehung, welche Laplace in diefer Beziehung gemacht 
hat, befteht in der Annahme, daſſ die Function pw für alle Heinern 
Berthe von u, ald Z Null fei, und daſſ fie für alle größern Werthe 
von 2, ald F denfelben Werth habe, d. b. daſſ jede Wahrfcheinlichkeit 
des Nichtirrend , welche einer tft, als die des Irrens der Gefchwore- 
nen, als unmoͤglich angefehen wird, und daff die Wahrfcheinlichkeiten 
des Nichtirrend der Geſchworenen, welche größer find, als die ded Zr: 
send derſelben, alle gleich wahrſcheinlich find. Diefe Vorausſetzung ift 

m Yolffon’s Bahrfigeinlichkeiter. zc. 21 


a 
. 
4 
. 


geffattet; denn der Bedingung N gudu=ı wird auf die im Vor⸗ 
bergehenden ($. 123) angegebene Weife genügt. Das Mittel aud den 
möglichen Werthen von z oder J "upud u liegt alsdann zwifchen 4 
und 2 und ift für z> 3 von dem Werthe von Pu abhängig. 


Da in diefer Vorausſetzung für „<< 4 die Function gu=0 ifl unb ; 
für u>1 eine conftante Größe, fo reduciren fi die Grenzen ber in 
der Formel (13) vorkommenden Integrale auf u=O und u —4+, mas 
kann Pu aud dem Integralgeichen / herauötreten laffen, und ba: 


JS ua) Tau Ju” “a -u) du 


iſt; fo verwandelt ſich dieſe Formel in: 


ia — —— 


indem man im Zaͤhler und Nenner den —8 gemeinſchaftlichen Jac⸗ 
tor gu hinweglaͤſſt. 

Da Eaplace die Wahrfcheinlichkeit A der Schuld bed Angellag 
ten vor der Urtheilsfaͤllung nicht in Betracht gezogen hat, fo muſſ man, ' 
um dieſe Formel mit der ſeinigen uͤbereinſtimmend zu machen, anneh⸗ 
men, daſſ die Schuld des Angeklagten weder mehr, noch weniger 
wahrſcheinlich iſt, als ſeine Unſchuld, und folglich k=1 fegen, woburg 
man erhält: | 








Man hätte folglich auch: | 
JS 4, a 1—u)d u 
S; F (1 — u)d 1 jan 


‚ober, wenn man bie Integrationen verrichtet: 


1-4,=— aaa 
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1.2 1.2.8 





u..." 





41 a-+1 
1 (4 u 


n--1,n.n— 2) 
J 1.2... ) 19) 


für die Wahrfcheinlichkeit, daſſ der Angeklagte unfchuldig ift, wenn er 
ki einer Mehrheit von — 2: Stimmen eined aus r Gefchworenen 
kfichenben Sefchworenengerichtes verurtheilt if. 

Diefe Formel ift in der That die von Zaplace*) erhaltene. 
Die zwifchen den Klammern ftehende Größe befteht aus 2-1 Gliedern 


1 
'unb reducirt fih für 2=0 auf die Einheit, woraus ſich 7ñ als die 
Wahrſcheinlichkeit der Unrichtigkeit einer bei der Einſimmigten der Ge⸗ 


ſchworenen ausgeſprochenen Verurtheilung ergibt. Nimmt man k nicht 
gleich 4 und ſetzt 2=0, fo erhält man für diefelbe Wahrfcheinlichkeit 











1 — — 1—k — 1 fi - (@k— r arrı._ >) 
w Zur n+1 url ’ 
F — (2k— J k. 2"t — (24 - 1) 








‚welche groͤßer ober Meiner als er ift, jenachdem A Bleiner oder grö- 
Ser als 4 if. 


Wenn man in dem gewöhnlichen Sale, n wo n—=12 ift, fucceffive 
i=6, =1, =23, =3, =4,=5 fest; fo gibt die Formel (15) 


Mr Brühe: 





1 -14 92 378 1093 2380 


— 7 ı TO na! nal — 


8192’ 8192’ 8192’ 8192 8192’ 8192 


fir die Wahrſcheinlichkeit der Unrichtigkeit der von 12 Gefchworenen bei 
11 Stimmen gegen 1, 10 gegen 2, 9 gegen 3, 8 gegen 4 und 
T gegen 5 aüögefprochene Verurtheilung. Bei. der Heinften Stimmen 
zuehrheit iſt Die Wahrſcheinlichkeit des Irrthumes faſt = %, fo daſſ bei 
einer fehr großen Anzahl von Angeklagten bei der Stimmenmehrheit von 
7 Stimmen gegen 5 ed fehr wahrfcheinlich ift, daſſ 5 nicht hätten 
verurteilt werben müffen, und bei der Stimmenmehrheit von 8 Stim⸗ 
men gegen & beträgt biefe Anzahl faft 4 der Angeklagten. 
Wendet man bie Laplace’fche Hypotheſe auf die Formel (12) an, 
— — 
9 Premier supplöment à la Theorie analytique des probabilites, page 33. 
21* 
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bezeichnet mit 8 eine pofi tive Größe, welche den Werth 4 nicht üben 
fchreitet und fest A=4, /=4, ?=4+6, fo ahält man: 


„JE — Aa u)du 


— ia Aw du 
0 


für die Wahrfcheinlichfeit, daſſ die Wahrſcheinlichkeit u des Nichtirrend: 
der Gefchworenen, welche nach der Borausfegung ‚nicht unter 4 herab 
finten kann, bei einer von n — gegen 2 Gefchworene ausgeſprochenen 
Verurtheilung zwifchen den Grenzen 3 und 3-6 gelegen hat. Die 
Sntegrationen laſſen fih ohne Schwierigkeit bewerffteligen. Im dem 
Kalle von z2=0 oder der Einftimmigfeit der Gefchworenen hat man: 


n+1 nz1 
Nenn man z.B. n=12 und E=9,448 nimmt, fo findet mar 
ungefähr A,—4, fo daff man 1’ gege:. 1 wetten Tann, daſſ bie Wake, 


fcheinlichfeit u zwiſchen den Grenzen 0,5 und 0,948 gelegen bei, 
Setzt man ö=4 und 2 nidt = 0; fo hat man: 


Zu — DET 








— -iti 
a ee] 


für die Wahrſcheinlichteit daſſ die Wahrſcheinlichkeit ws zwiſchen de 
Grenzen 4 und 3 2 oder 4 näher, als der Einheit gelegen hat. für 
n—12 und =5 if ber Werth diefer Größe =0,915 ..., ſo daſ 
man etwad mehr ald 10 gegen 1 wetten Tann, daff diefe Wahrfchein 
lichkeit z in dem Falle der Heinften Stimmenmehrheit Heiner, als } 
geweſen ift. 

$. 133. Da die Formel (15) aus einer andern abgeleitet ii . 
worin die MWahrfcheinlichleit zz des Nichtirrens für alle Gefchwormt 
diefelbe war, fo ann diefe Größe nicht die jebem der 7 Gefchwore: 
nen, welche über den Angeklagten geurtheilt haben, entfprechende Wahr 
fcheinlichkeit des Nichtirrend fein, obgleih Laplace diefed nicht bemerkt 
bat; fondern fie muff dieſe mittlere Wahrfcheinlichkeit in Beziehung auf 
die allgemeine Eifte, woraus diefe n Gefchworenen zufällig genommen 
find, ausdrüden ($. 122). Unter den auf diefer Lifte verzeichneten 
Perfonen befinden fi) ohne Zweifel welche, für die die Wahrſchrinlich⸗ 
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3. B. dad Gefchworenengericht aus 1000 Geſchworenen beftlänbe und 
der Angeklagte von 520 Gefchworenen verurtheilt und von 480 frei 
geiprochen wäre, fo müffte man dad Factum feiner Schuld als faſt ge 
wiſſ betrachten, obgleich) ed von 480 Gefchworenen, für welche bie 
Mahrfcheinlichkeit des Nichtirrend nach der Vorausſetzung dieſelbe if, 
als für die übrigen 520 Gefchworenen, verneint if. Schon biefe Fk 
gerung ift hinreichend, die Hypothefe zu verwerfen, woraus fie abge 
leitet ift; denn Niemand würde einem folchen Urtheile ein großes Zw 
frauen und befonders nicht daffelbe Zutrauen, ald der faft bei der Eiw 
fimmigfeit von 1000 Gefchworenen auögefprochenen Entfcheidung ſchenken. 
Denn fi die Einficht der auf der allgemeinen Lifte der Geſchworenen 
verzeichneten Perfonen ändert, wenn fie in einem Lande größer iſt, al 
in einem andern, und wenn fie für die verfchiedenen Arten der Werke 
chen verfchieden iftz fo nimmt nach) diefer Vorausſetzung die Wahrfcheits 
lichkeit der Mahrfcheinlichkeiten des Nichtirrend der Gefchworenen für bie 
Diefer letztern Wahrfcheinlichfeiten, welche fich ber Einheit am meiften n% 
bern und für die, welche am wenigften von 4 verfchieden find, in- dem⸗ 
ſelben Verhaͤltniſſe zu, was aber durchaus nicht ſtattfindet. Wenn bie 
Faͤhigkeit der Geſchworenen für eine richtige Beurtheilung aus irgend & 
ner Urſache zunimmt, ſo erlangen die ſich der Gewiſſheit am meiſten 
naͤhernden Wahrſcheinlichkeiten des Nichtirrens der Geſchworenen eine gr⸗ 
ßere Wahrſcheinlichkeit, als ſie vorher hatten, und dad Gegentheil fin 
det fuͤr die ſtatt, welche ſich am weiteſten von der Einheit entfernen. 
Wenn man für pu eine Function nimmt, welche dieſe Bebingungen 
erfüllen Tann, und welche außerdem für die unter „= 4 liegenden 
Werthe von zz nicht abfolut Nul oder unmerflich ift; fo kann man bie 
eben erwähnten Schwierigkeiten befeitigen, allein dieſe Bedingungen fin 
zur Beſtimmung der Zunction Yu unzureichend. Denn ed gibt mw 
endlich viele verfchiedene Formen diefer continuirlichen oder discontimir⸗ 
lichen Function, welche biefen Bedingungen genügen; aber auf fee 
verſchiedene Werthe der dur die Formel (13) für diefelbe Anzahl n 
von Geſchworenen und fuͤr denſelben Unterſchied zwiſchen den Zahlen 
n— Li und 7 auögedrüdten Wahrſcheinlichkeit &, führen. 

Man kann alfö, wenn man diefe Zahlen bei einer einzelnen Ber 
urtheilung Tennt, und die Wahricheinlichkeit der Schuld des Angeklagten 
vor der Entfcheidung ÄA— 4 oder jedem andern Bruche gleich annimmt, 
wie bereitö bemerkt worden, die wirkliche Wahrfcheinlichkeit der Ride 
tigfeit dieſes Urtheiles, welche von der Wahrfcheinlichkeit des Nicht 
irren jedes einzelnen Gefchworenen, und die und völlig unbekannt if, 
- abhängt, dennoch nicht beflimmen. Aber man muſſ ed auch als eine 
Unmöglichkeit betrachten, diefe Wahrfcheinlichkeit für irgend eine Perfon 





und Die verfchiebenen Urfachen einer bei ber in Rede fichenden Stir 
menmehrheit audgefprochenen Verurtheilung keine Veränderung erfahre, 
hätten. Diefer befondere Werth, welchen mir mit Z2, bezeichnen wo 
len, ift die Summe der Wahrfcheinlichkeiten, welche alle möglichen Ur 
fachen diefer Berurtheilung oder des betrachteten Ereignifles feinem Statt 
finder ertheilen, indem jede diefer Wahrfcheinlichkeiten durch die zen 
Wahrſcheinlichkeiten diefer Urfachen multiplicirt wird ($. 104). Die Auf 
zählung und die Berechnung des Einfluffes diefer Urfachen a priori würy 
unmöglich fein; allein wir brauchen auch diefe Urſachen nicht zu kennen 
fondern wir brauchen blo8 anzunehmen, daſſ fich weder ihre eigenen * 
tiven Wahrſcheinlichkeiten, noch die Wahrſcheinlichkeiten, welche fie den 

Verurtheilungen ertheilen, verändern, und bie Beobachtung felbft Ichr 
und, ob dieſe Borausfegung der Wahrheit gemäß ift. Bezeichnet mar 
in diefem Falle mit a’, die Anzahl der Berurtheilungen bei der Stim 
menmehrheit von wenigfteng n— ii gegen & Stimmen, weldye bei eine 
andern ſehr großen u u’ von Angeklagten flattfinden, fo ift di 


Differenz — fehr wahrfcheinlich ein ſehr kleiner Bruch ($. 109 


und wenn dieſes nicht der Fall ift, fo ift man zu der Annahme bered 
tigt, daſſ in dem Intervalle der beiden Urtheilsreihen irgend eine merklic 
Beränderung in den Urfachen der Berurtheilungen flattgefunden hat. D 
Galcul kann und übrigend nur von dem Stattfinden diefer Veraͤnt 
rung benachrichtigen, ohne und die Natur derfelben kennen zu lehren. 
Mas wir in Beziehung auf die bei der Mehrheit von wenigfte 
nr — i Stimmen gegen 2 audgeiprochenen Urtheile gefagt haben, 
auch auf die gerade bei diefer Stimmenmehrheit ausgefprochenen U 
theile anwendbar. Wenn man die Anzahl diefer letzten Berurtheilung 
bei u Angeflagten mit 8, bezeichnet, fo gi e8 auch einen conſtant 


Werth r,, welchem ſich das Verhaͤltniſſ 7 ohne Ende nähert, je ga 


Ber u wird und welchen ed erreichen würde, wenn u unendlich werb 
Tonnte, vorauögefegt, daſſ die Urfachen der Verurtheilungen Feine Be 
änderungen erfahren haben, und wenn 5’, diefe Anzahl der Verurth 
kungen für bie Anzahl u’ der Angeklagten bezeichnet; fo ift die Differe 


7 — — fehr wahrſcheinlich ein ſehr kleiner Bruch. Es iſt offenba 
4=b5+b_,1 tb. +... +50, 

a’ b;-+b,_+6"_2 + ... +b, 

R,=zr; +r:.mı +r_2+...+ ro: 


oo. 829 


 ‚Abonn wollen wir für @ eine gegen Y „ und gegen V u ſehr 
* poſitive Größe nehmen und: 


P=1— ef, 


ſchen. i 
Nach den Formeln in 8. 112 iſt dieſe Groͤße P die gemeinſchaft⸗ 
ie Bahrfcheinlichkeit gewiffer Grenzen der beiden Unbekannten Z, und 
al, a, b', b: 


mund ber Differenzen m = und — 7 — 7 naͤmlich: 


20 (u - 4) 
i i i 


für die erſte Unbekannte, 


z, | 2b (n—b,) 
— Fa —— | (b) _ 
B A 


für die zweite Unbekannte; 


| 2 a (u — 4) 2a’ (W"— a.) 
Fell ——— + —— 0 


für die erſte Differenz, und: 


_ [E6-) 20,@=0) 
F ö——— — (d) 


für die zweite Differenz. 
Unter übrigens gleichen Umftänden nehmen bie Amplituden biefer 
tenzen, wenn die Zahlen u und wu’ immer größer werben, faft im 
„in gelehrten Verhältniffe der Quadratwurzeln dieſer großen Zahlen ab, weil 
die Groͤßen a; und b, faft wie die Zahl u und die Größen @’, und b’; 
Die die Zahl u‘ wachfen. Diefe Grenzen find auch um fo enger, ie 
einer die Größe a iſt; aber ihre Wahrfcheinlichkeit P nimmt mit @& 
zu gleicher Zeit ab. 
81835. Die Bahlendata, wovon wir Gebraud) machen wollen, find 
aus den von der franzöfiichen Regierung publicirten Comptes generaux 
de l’ Administration de la iustice eriminelle genommen. 





ss 
Bon 1825 bis 1830 incl. find die Anzahlen der jährlich vor 
Gefchworenengerichte gelangten Griminalprocefle für ganz Frankreich ı 
5121, 5301, 5287, 5721, 5506, 5068 , 
und die Zahlen ber in diefen Griminalproceffen angeflagten Perf 
reſp.: | 
6652, 6988, 6929, 7396, 7373, 6962 


gewefen, welches jährlich ungefähr 7 Angeklagte für 5 Criminalpre 
gibt. Die Anzahl der bei der Stimmenmehrheit von wenigften 
Stimmen gegen 5 Berurtheilten ift in denfelben Jahren refp.: 


4037, 4348, 4136, 4551, 4475, 4130 


geweſen, und folglich werden die Verhältniffe diefer lebten Zahlen zu 
vorhergehenden ausgedruͤckt durch: 


0,6068, 06222, 0,6113, 0,6153, 0,6009, 0,5933, 


woraus ſchon erhellet, daſſ fich diefe Verhältniffe innerhalb der 6 % 
während welcher die Criminalgefeßgebung ungeänvdert geblieben if, 
wenig geändert haben. 

Für u wollen wir die Summe der während diefer 6 Jahre 
geklagten und für a, die der Verurtheilten nehmen, fo haben wir: 


u=42300, 0,=25777, 
ſo baff fih die Grenzen (a) in: 
0,6094 £.« (0,00335) 
verwandeln, und wenn man z. B. @=2 ſetzt, fo erhält man auc 
P — 0,9953 . 


für die fich der Gewiſſheit fehr nähernde Wahrfcheinlichkeit, daſſ 
Unbefannte A, und der Bruch 0,6094 nur um 0,0067 von eir 
der verfchieden find, | 

Wenn man die 6 erwähnten Sabre in zwei gleiche Perioden 
theilt, wovon die eine bie drei erflen und die andere die brei let 
Sabre umfafit, fo find die Zahlen der Angeklagten refp.: 


u= 20569, #W—21731, 
und die der Verurtheilten: | 
a, = 12621, @', =13156, 


— 


wmoraus folgt: 


a a’ a a’ 
— = 0,6136, —= 0,6054, — — —= 0,0082. 
ph A A A 


4 


Run find aber die Grenzen (c) diefer Differenz: 
0 (0,00671), 


und wenn man «—1,2 fest; fo verwandeln fie fi in F0,00805, 
md man bat: | - 


P=0,9103, 1— P=0,0897. 
Man Könnte alfo faft 10 gegen 1 wetten, daſſ die Differenz der 
” ' 
beiden Verhaͤltniſſe > und 7 zwiſchen die Grenzen FO, OO30ſ faͤllt, 


und obgleich die beobachtete Differenz 0,0082, abgeſehen vom Zei⸗ 
hen, wenig davon verfchieben iſt; fo ift doch diefer Unterichieb und - 
die Wahrfcheinlichkeit P feines Nichtftattfindend nicht beträchtlich genug, 
um zu der Annahme berechtigt zu fein, daff irgend eine merkliche Ver: 
änderung in den Urfachen der in Rede ftehenden Erſcheinung flattge- 
funden habe. Während ded Jahres 1831 ift die Anzahl der vor die 
Gefhworenengerichte geftellten Individuen auf 7606 und die der Ver⸗ 
urtheilten auf 2098 gefliegen. Das Geſetz forderte damals zur Ver⸗ 
urtheilung eine Stimmenmehrheit von wenigftens 8 gegen + Stimmen, 
und bei diefer Stimmenmehrheit hatte man folglich: - 





u=7600, a,—4098, * — 0,5388, 


Wenn außer der erforderlichen Stimmenmehrheit die übrigen Urs 
lachen, welche auf die Urtheile der Gefchworenen Einfluff haben, in 
diefem Jahre vdiefelben geblieben find, wie in dem vorhergehenden, fo 


b 
erhaͤlt man ben Werth des Werhältniffes 7 ‚ wenn man von dem 


Werthe von Ss den Werth von Ze d. h. 0,5388 von dem weiter 
oben gefundenen Bruche 0,6094 abzieht, welches: 


b, | 
u 
gibt. Zum Beweiſe der Richtigkeit dieſes Nefultated wollen wir bes 


bemerfen, daſſ von 1825 bis 1830 das Gefeh die Intervention der 
den Affifenhof bildenden Nichter vorfchrieb,, fo oft die Entfcheibung des 


x 


Geſchworenengerichtes bei der kleinſten Stimmenmehrheit von Sti 
men gegen 5 flattgefunden hatte, - Nun findet man aber in den Co 
pies generaux, daſſ während der 5 lebten biefer 6 Jahre bieſe: 
tervention faſt gleichviel Male, naͤmlich: 


398, 373, 373, 395, 372 mal, 


oder im Ganzen 1911 mal flattgefunden hat; aber die Zahl der ? 
gefagten, worauf fich biefe Proceffe beziehen, ift nicht angegeben. 
ift alfo die Anzahl der während berfelben Jahre ftattgehabten Grimin 
proceffe und nicht die Anzahl ber angellagten Perfonen, womit m 
diefe gegebene Zahl 1911 vergleichen mufl. Innerhalb des Zeitraun 
diefer 5 Sahre hat die Gefammtzahl der Criminalproceſſe 26883 | 
tragen und es ift folglich zu gleicher Zeit: 


u= 26883, b,=1011 
geweſen, woraus folgt: 


b, 
— 0,0711, 
| A 
was vou dem vorhergehenden Refultate fehr wenig verfchieben ift. 
Diefe Webereinflimmung zwifchen den beiden Werthen von - 


. | 
zeigt, daſſ die Wahrfcheinlichkeiten u und X, wovon dieſes Verhältt 
abhängt, in dem Jahre 1831 faft diefelben geblieben find, als in t 
vorhergehenden Sahren. Man muff jedoch bemerken., daſſ fi) die X 
rechnung bes legten Werthes auf die Vorausſetzung gründet, daſſ 
Anzahl der bei der Stimmenmehrheit von 7 gegen 5 Stimmen ® 
urtheilten zu der Gefammtzahl der Angeflagten ſich wie die Anzahl]! 
Entfcheidungen, wobei biefe Stimmenmehrheit ftattfand, zu ber € 
fammtzahl der Proceffe verhält, welche Annahme fi ch in Ermangelu 
ber noͤthigen Data, welche man in ben Compies generaux nicht f 
det, nicht a priori rechtfertigen läfft. 


An den Sahren 1832 und 1833 hat die Anzahl der Angeflı 
ten nach Abzug der politifichen Werbrechen refp. 7555 und 6964 | 
tragen. ‘Die zwifchen ihnen ftattfindende bedeutende Differenz rührt v 
einer neuen Einrichtung der Criminalgefebgebung ber, wornach im Jal 
1833 mehrere Arten von Berbrechen nicht vor die Affiienhöfe, fonde 
vor die Eorrectionspolizei gehörten. Die Anzahlen der, wie 1831, bei t 
Stimmenmehrheit von wenigftend 8 Stimmen gegen & Verurtheilten fi 
refp. gleich 4448 und 4105 gewefen, woraus fich für dieſe beiden Jahr 





534 


gefunden, daſſ diefed Verhaͤltniſſ fehr wenig von dem Bruche 1,0004 
verfchieben fein muff , welcher um 0,0416 oder ungefähr um „Ir fe 
ned Werthes Eleiner ift, ald ber vorhergehende. Nun machen aber Vie 
Grenzen (c) und ihre Wahrfcheinlichkeit Peine folche Abweichung. ganz 
unwahrfcheinlich, wofern für dad Seinedepartement nicht eine beſonder — 
Urfache ftattgefunden hat, welche hier bie Werurtheilungen leichter, al— 
in dem übrigen Theile von Zrankreic gemacht hat. Welches ift abe 
biefe Urfahe? Dieſes kann und die Rechnung nicht lehren. Ice 
. wollen wir bemerken, daſſ in diefem Departement bie Bevoͤlkerung kaur — 
3% der von ganz Frankreich beträgt und die Anzahl der Angeklagter — 
größer ift, ald.4 der mährend beffelben Zeitraumes für ganz Frank — 
reich, fo daſſ fie verhältniffmäßig mal größer ift, welcher Umſtan 
bad Unterbrüden ber Werbrechen nothwendiger macht und vielleicht te= 
wirft, daſſ die Gefchworenen ftrenger find. 
Vermöge diefer Werthe von u und z, verwandeln ſich bie Gr s 


zen (c) in: 






















0,6509 .« (0,00965), 
und wenn man «2 nimmt, fo erhält man: 
P= 0,9532, 1 — P=0,00468, 


d. h. man kann mehr, ald 200 gegen 1 wetten, daſſ die Unbekann c 
AR, nur um 0,0193 größer ober kleiner iſt, als 0,6509, 

Da das lebte der weiter oben angeführten 6 Berhältniffe, nänss * 
fih 0,6020 merklich Heiner ift, ald dad Mittel aus den 5 übrigen, [= 
ift zu unterfuchen, ob biefe Differenz ein hinreichende Indicium fir * 
dad Vorhandenſein irgend einer befondern. Urfache ift, in Folge welcher 7 
die Gefchworenen im Jahre 1830 weniger ftreng gewefen find, al S 
in ben vorhergehenden Jahren. Nimmt man aber für zu und a, dñ 
Summen ber feit 1825 bid 1829 in dem Seinebepartement Angeflagg- 
ten und Berurtheilten und für u’ und a’, diefe Zahlen für dad Ihr | 
1830; fo hat man: 


u=4077, a,=2693, W804, 0’, —484, 








woraus folgt: 


5 _ 9,6605, *5 — 0,6019, Tg ‚0585, 
B p' now 


und die Grenzen (c) werben zugleich: 
=F6(0,02657), 











1826. bis 4839. incl. wegen Verbrechen gegen Verfonen: und 
Verbrechen gegen das Eigenthum angeklagten Frauensperfonen 
und Ale und die Anzahlen ber von ihnen Verurtheitten mit: “; m 
bezeichnet z ſo hat man: 


"u=1305, wW=5405, a, —586, a, 
weraut fig lan | 


4 


— == 0,0081, en 


und wenn, men. dieſe Verhultniſſe mit den borhergehenden Werthe 
— unb 7 vergleicht, ſo ſieht man, daſſ ſie kleiner ſi ind, al⸗ 


Wertheʒ aber blos um ungefähr „1, ober Tg, derfelben. 

Für die Jahre. 1832 und 1833, während welcher bie 5 
theilungen bei der Stimmenmehrheit von- wenigftend 8 Stimmen 
4 .und: unter Berudfihtigung der Milderungdgründe ausgefprochen 
bat man für die Anzahlen der Angeflagten und. Berurtheilten. 


Geſchlechter: 
#=a108, M=10s2l, a,=1889, a’, = 6664, 
und. folglich: | J 
a’, 
7 2 0,4598, db, 6395, 

wo die accentuirten Buchſtaben, wie weiter oben, den Verbrechen 
das Eigenthum, und die nicht accentuirten den Verbrechen gegen Per 
entſprechen. Wenn man in dem Ausdrucke der Grenzen (a) die € 
e@ 2% nimmt, fo findet man, daſſ fih die Wahrfcheinlichkeit, daft fü 
‚Unbekannte A, bei Verbrechen der zweiten ober erſten Art refp. nid 


mehr, als 6,023. oder 0,0133 von dem Brudhe 0,4598 oder 0, 
entfernt, fehr der Gewiſſheit naͤhert. Bemerken kann man auch, da 


Werthe von * und - — faſt daſſelbe Verhaͤltniſſ zu einander ba 
haben, als die weiter de gefundenen: Werthe von * und 


gleicht man diefe Größen Er und * mit .ben aͤhnlichen fuͤr 1881 
findet man uch, daff durch den Einfluff. der Miderungsgränbe 
Berhäfmigg Z 7 für, Verbrechen gegen. das Eigentum nur . um 


ni 





ren dieſe 4 Gleichungen zur Beſtimmung ber inc; und; N ‚porfomme 
den Ünbefannten A und 1 und der Ähnlichen in -c’, und y', vorfommen 
den Unbefannten, welche wir mit X mb’: beieichnen wollen, Bi 
reichend; ‘allen: da bie Zahlen u und u’ fehr groß fein müuflen‘, fb Iafı 
fen fidy bie ‚Gleichungen (16) bis jetzt nicht auf jedes einzelne Deyar 
tement anwenden, und um fi ihrer bebienen zu konnen, muſſ mer 
annehmen, daff die Unbekannten u, w’, k, K': fih im Allgemeinen 
von einem Departement zum andern nicht ſehr aͤndern, fo daſſ ma 
in thren erften Theilen die VBerhältniffe für ganz Frankreich anwenden 
kann. Die Größen u und wu’, welche auf Diele Weiſe beftimmt wer 
den, brüden die Wahrſcheinlichkeiten des Nichkirrend der Geſchworenen 
aus, welche ftattfinden würden, wenn die Liften der Geſchworenen — 
ler "Departementd zu einer einzigen vereinigt wuͤrden und man je 
Geſchworenen aus dieſer Totalliſte zufällig naͤhme. Auch in dieſer 
Vorausſetzung koͤnnen bie Größen k und A’, weil fie. von ber Ger 
ſchicklichkeit der mit der Zeitung ber Vorunterſuchung beauftragten He; 
ſonen ‘abhängen, für die verfchledenen Departernents .nicht diefelben fein. 
Da aber die.Sleihungen (16) in Beziehung auf dieſe Unbekannten 
vom erften Grabe find, fo würden bie daraus abgeleiteten Werthe des 
felben die mittleren Werthe aus denen fein, welche wirklich für ale 
Departements ftattfinden. Uebrigens muſſ man bemerken, daff, wer 
man ſich mit diefen allgemeinen BWerthen von :z, u’, A, I begni- 
gen muff,- der Grund davon nur in dem Mangel vollſtaͤndiger Beob⸗ 
achtungsdata und nicht in irgend einer Unvollkommenheit unſerer Theo⸗ 
rie liegt. u 


Die Ausdruͤcke für c, und Y werben nicht gehnber, wenn. man 
darin 1—k und 1— u für k und u feit ($. 117 und $. 118). 


b; 
Wenn cd alfo für gegebene Werthe von * und 7 ein. Paar von Ver⸗ 


then von k und u gibt, welche größer find als. 4 unb ben beiden es 
ften Gleihungen (16) Genüge leiſten; fo gibt es auch ein Paar von 
Werthen von, k und u, welche Heiner als 4 find und ebenfalls bieſen 
Gleichungen Genuͤge leifien Nun muſſ man aber annehmen, daſſ bie 
mittlere Wahrſcheinlichkeit der Schuld der Angeklagten vor der Urtheilde 
fällung größer ift, als die ihrer Unfchuld, und daſſ die mittlere Waht⸗ 
fcheinlichfeit des. Nichtirrend der Geſchworenen größer iſt, als die ihres 
Irrens. € find alfo die Werthe von A und zz, welche größe 
find als 4, und welche man anwenden muff, währen. die übrigen zu 
verwerfen find. Dieſelbe Bemerkung gilt auch in. Beziehung auf bir 
beiden letzten Gleichungen . (16) und auf: die fih daraus ergebender 


sr: 


hertho von A’ und d..: Menn man ıfeboch dieſe Gleichungen auf die 
Ahrend der ungluͤcklichen Zeiten der Rebolution in großer Anzahl flatt⸗ 
chabten Entſcheidungen uber politiſche Verbrechen anwenden’. wolltest 
o koͤnnte man auch die kleinern Wurzeln als Jperſelben gebrauchen; 
denn alsdann koͤnnte die legale Unſchuld ber Angeflagten vor der Urtheild- 
Bilung wahrfcheinlicher fein, al8 ihre Schuld, und die Wahrfcheinlichkeit, 
deſ ſich die Geſchworenen abſichtlich Arten ,; "Biunte großer fein, als de 
Deheſcheinlichleit ihres Nichtirrens. 

EEK 1309. Wir Wollen in ben Kormiin {4) und (6) =? und 
i=5 annehnren, ſo haben die datin vertommenden Coefftienten fol⸗ 
übe Bethe: 

K=1, N, =18, N, Lo, N, =126,.N, =485, N, = — * 


⸗ 1- us 2,4 


05 6 ‘a — — 
u A — J — 


ſchen; fo 'vertoanbelt fich "bie zweite Gleichung 10) in 


—AX we. , 
em DL De 
BD wenn man bemerkt, daſſ: CE re 9 F = | 
U, —=1— 024.16 (1 — u) V, 5* oder 


Ri ſo kann die erſte der. Geichangen (16) :auf Baur. dorm aaa 
vden: 


J aſi⸗ 
E) 
— 
+. Die Gleichungen a y und (18) entfgrechen. den. BVerbrechen ge⸗ 

m m Derfonen und die den Verbrechen gegen das Eigenthum entſprechen⸗ 
m ergeben ſich daraus, wenn man die Größen c, Y, k,t indie 
wmlogen Größen, welche wir mit c*, 2 k',; 1 bezeichnen wollen, 
rwandelt. 
Die Unbekannte? kann alle Werthe von 1=0, welcher uU- 
Horiht, bis 2m, weiber u—1 entfpricht,, bekommen, "Da 
er ihre größern Werthe, ald die Einheit fih auf größere Werthe 
na, alb.h-begichen ; ſo find blos dieſe in. Betracht zu ziehen. De. 


. 924.18 Sa 
ED 
(kN) 142. 11-66. 4220, ‚154-405, 44702 8 (18). 


242 
ferner.:die-Unbekantete k:"zmilchen den Gretzen J una 1: liegen: we 
fo "folgt. aus ber Gridung an; baf der. — on * beſchaß 


ſein wuſſ deſ· 32 u 75 
; ne = Lay - one g?' K a 
are Gay)” 


ik, welches zur. Beſtimmung der Grenzen beffeihen 6 dient. - Man Pr 
in diefer Beziehung bemerken, daſſ die. erſte dieſer beiden Funttien 
von ? von d=0 bis 2=@ fortupihrend abnimmt, und dafl, bie zye 
zuerſt von 21 5j8 237 au» und baun bis 2.0 abnimmt, ı. 
Wenn man k zwiſchen den Gleichungen (17) und (18). eimin 
fo kaͤme man auf eine Gleihung bes 24ften Grades in ichn 
auf’ £, welche zu ‘ber Gattung der reciprößen Gleichinigen —— 
ſich Folglich auf eine Gleichung des 12ten Grades zuruͤckfuͤhren I 
Allein = ift weit leichter, die Werthe von X und zz, welche dem € 
fteme der Gleichungen (17) und (18) zu gleicher Zeit genügen, di 
durch fucceffive Verſuche zu berechnen. 
$. 140. Fuͤr die 6. Jahre non. 1825. bis 1830 ‚Nat. man: 


| 51 
c=0,4782, ver 0, ‚0001453, 


Für 2=2 wäre bie Größe ur F grbher, als ·dieſer We 


von —9* und für 2=3 wäre dieſer Werth größer, als bie andere Gri 
et Der’ Merth von #' muff alſo groͤßer ſein als 2 und klei 


als 3, und man kann ſich leicht uͤberzeugen, daſſ dieſe — 
nerhalb dieſer Grenzen nur einen einzigen moͤglichen Werth hat. N 
einigen Verſuchen haben wir dieſen Werth — 2,112 angenommen, w 
auf bie Gleichung (17) alsdann den Werth von, k=0 ‚354 gibt, ı 
wenn man diefe Werthe in den zweiten Theil: der Gleichung (18) fi 
ftituirt; fo findet man denfelben — 0,4783, was von dem erften Th 
nur im 0,0001 verſchieden iſt Dan hat alſo mit einer ſehr gi 
Annäherung: 4 





— ke 0,5354, ZUR. u 
Für Selen Sabre hat man: J — 


00523 
4=0a088, Ze) 00006604. 


Siopiu man bieſe Menhe⸗ifür e und Y-in: die Steigungen " 


242 
» (18) und ſetzt zugleich # und K' fuͤr? und &; fo erhält man, 


en man fie wie im vorhergehenden Falle auflö, mit bemfeben ( Grade 
m Annäherung: 


K—0,8#744, = 2,4865: 
nd diefen Werthen von- L mb 2° ergibt ns 


=. =04786, —— Fr — —0, —* 
bi Bahrfheinlihkeiten, daſſ fi während ber betrachteten Jahre 
jend ein Geſchworener bei feinen Entſcheidungen über Verbrechen ge 
a Perſonen und bei Verbrechen gegen dad Eigenthum nicht irret. 
- Bor der Urtheilöfällung würde eine Perfon, welche weder die Ges 
worenen, woraus dad Geſchworenengericht beſteht, noch den Ort, wo 
8 Urtheil gefällt wird, kaͤnnte, zu biefer Beit etwad mehr, ald 2 
gen 1 wetten können, darf fi jeder Gefchworene bei einem Verbre⸗ 
m der erften Art nicht irret, und faft 7 gegen 2, daſſ er ſich bei ei« 
m Verbrechen der zweiten Art nicht irre. Wir bedienen und hier 
z gewöhnlichen Ausprudes wetten, um die Bedeutung der Werthe 
m u und 2’ begreiflicher zu machen, obgleich die angenommene Wette. 
t iſlluſoriſch iſt, weil ſich niemald würde entfcheiden laffen, wer ge 
men hätte. Diefe Perfon würde auich nach den vorhergehenden Wer⸗ 
m von Ak und- k’ etwas weniger, als 7 gegen 6 haben wetten Fön: 
n, daſſ der Angeflagte bei der erfien Art der Verbrechen ſchuldig ift, 
d etwas mehr, ald 2 gegen 1, daſſ er bei der zweiten Art ber 
brechen fchuldig if. Weiter unten werben wir fehen, wie groß die 
ahrfcheinlichkeit der Schuld des Angeklagten nach vem außgefproche: 
n Urtheile iſt. 

Wenn wir die Anzahlen der Angeklagten und Verurtheilten ohne 
teriheidung der Art der Verbrechen gegen Perſonen und gegen das 
genthum betrachten, fo müffen wir für biefelben Jahre und für ganz 
ankreich wieder: 


0,0706 


 c=0,6094, y= 202 = 0,00008914 





kim. Löfen wir alddann die Gleichungen 1?) und a) auf, fo - 
den wir: 


k= 0,6391, {— 2,09 ,; u—=0,7494. 


Wenn man das Seincbepartement allein betrachtete, fo würben bie 
erthe von c und Y, welche man anwenden müffte, folgende:  ' 


41% 


= 0,6509, y= ws; 00008267 (5.130), 


und man n fände: . 
k=0,%8, i u | ‚168, 0,7778. 


Zu der betrachteten Zeit, abgeſehen von ber. Art der Verbrechen, waren 
folglich die Wahrfcheinlichkeiten k und u für den Bezirk des Parifer 
Aſſiſenhofes etwas groͤßer, als fuͤr den uͤbrigen Theil von Frankreich. 
Fuͤr das Seinedepartement waren fie etwas größer als 2 und 3, wih⸗ 
rend ſie für ganz Frankreich etwas Heiner waren, als diefe: Bruͤqt. 
» Da jedoch die Unterfchieve zwifchen den beiden Werthen von km 
denen von zu. nicht beträchtlich. find, fo Fan man. annehmen, daſſ dies 
ſes auch für zwei. beliebige andere Theile von Frankreich der Fall if, 
wodurch die Vorausſetzung der Gleichheit jeder dieſer beiden Größen 
für ganz. Frankreich, . welche wir gemacht haben, .um ihre genäherm 
Werthe nach hinreichend großen Anzahlen von Beobachtungen bereium 
zu koͤnnen, möglichft beftätigt wird. Die Werthe von k und u em 
von A’ und u‘ find, wie bercitd oben bemerkt ift, für dad Jahr 1831 
dieſelben geblieben; aber fie haben fi) in den folgenden Jahren, mil 
den Berbältniffen , woraus fie fich ergeben, ändern müffen, ‚und da 


wir bie Berhättniffe oder = nur für die Jahre 1832 und 168 


kennen; fo ift diefes Datum nicht zur Beſtimmung der. beiden Unbe 
Tannten z und Ä oder ’ und k’ hinreichend. Uebrigens wollen wi 
bemerken, daſſ fich diefe Größen vielleicht ein. zweites Mal geändert fe 
ben und nicht mehr. diefelben find, feitvem dad letzte Geſetz publicirt if 
wornad die Milderungsgruͤnde berüdfichtigt und dad Urtheil jched Ge 
ſchworenen verfiegelt übergeben werden foll, welches auf die Wahrſchein 
lichkeit. ihres Nichtirrend Einfluff gehabt haben kann. Aber nad) bie 
fem Geſetze, welches eine Eleinftle Stimmenmehrheit von 7 Stimma 
gegen & fordert, follen auch die Gefchworenen angeben, ob ihre Eins 
fheidung bei der Heinften Stimmenmehrheit ftattgefunden hat. Ban 
alfo in Zukunft in den Comptes generaux die Anzahlen der Verur 
theilten und nicht - blos, die der Faͤlle, wobei biefe Fleinfte Stimmen 
mehrheit ftattfand, angegeben werden, wenn man ferner diefelben Zah 
Ien für die ‚Angeklagten der beiden (Sefchlechter einzeln und für bie bei 
ben Klaffen der Verbrechen angibt; fo wird es in einigen Sabre 
möglich fein, die beiden Elemente k und z für die verſchiedenen Thei 
von Frankreich, für: die männlichen und weiblichen Individuen, u 
endlich für Die Verbrechen gegen Perfonen und gegen bad Eigenthu 
mit einer großen Genauigkeit zu. beflinmen. 
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haben, iſt ungefaͤhr —2 und beffenungeachtel: würde. Niemand abge 
neigt ſein, weit mehr, als 3 gegen 1 zu wetten, daſſ irgend: din 
Herſon wirklich fchuldig iſt, wenn fie vor einen: Aſſiſenhof geſtellt wik: 
Aber das in Beziehung auf P, Geſagte iſt ebenfalls anf anwenb⸗ 
bar, und. man muff.auch hier darunter verſtehen, daſſ A bloß die Wahr 
fcheinlichfeit vor dem Urtheile ausdruͤckt, daſſ der. Angeklagte veran 
tbeilbar ift, welche Wahricheinlichkeit folglich von ber abhängen kann, 
welche die Gefchworenen zur Verurtheilung für erforderlich halten ;.cber 


welche ihrer Natur nad von der MWahrfcheinlichkeit u, daſſ fich ein &e 


ſchworener nicht irret, unabhangig ift. Hieraus folgt alfo, daſſ fa 


der Werth von A mit der Wahrfcheinlichkeit = ändern Tann, ſelbſt wen 


die Art der Vorunterſuchung und’ bie Geſchicktichkelt der damit beanf⸗ 
tragten Richter dieſelben geblieben find, ‚und welchen Werth‘ überdies 
die Wahrfcheinlichkeit z auch haben mag. Ein Beiſpiel biefer Berlin 
berung iſt folgendes. 

. Bon 1814 bis 1830 wurden in Belgien die Criminalproei 
durch Zribunale entfchieden, welche aus 5 Richtern beftanden, und ® 
wär zur Verurtheilung eine Mehrheit von 3 Stimmen gegen 2’ hin 
chend. Im Jahre 1830 wurde bie Einrichtung dieſer Tribımale vd 
ändert und im Kaufe des Jahres 1831 wurden die unter ber’ frame 
ſiſchen Herrſchaft ſtattgehabten Geſchworenengerichte wieder eingefähtt; 
bei welchen zu einer Verurtheilung eine Stimmenmehrheit von 7. Stim 
men gegen 5 genügt, und bie Art der Borunterfuchung ift immer bie 
felbe geblieben. Nun folgt aber aus ‘den neuerlih von der belgiſchen 
Regierung. herausgegebenen Comptes de I!’ Administration de la i- 
stice criminelle, daff in ber Jahren 1832, 1833 und 1834 die 
Verhältniffe der Zahlen der Verurtheilten zu denen der Angeklagten refe: 
or I und u geweſen find, woraus man fleht, daff fie ſich 
von einem nem Jahre zum andern fehr wenig geändert haben, und daſſ ik 
mittlerer Werth faft dem gleich iſt, welcher vor 1830 in Bu 
reich ‚ftattfand. Da in diefen Comptes etc. nicht angegeben ift, wie 
vielmal bie Verurtheilungen bei der kleinſten Stimmenmehrheit von 7 
Stimmen gegen 5, nod wie vielmal fie bei irgend einer beftimmten 
Stimmenmehrheit flattgefunden haben; fo ift das eben angeführte Ver 
hältniff zur Beftimmtng der fih auf Belgien beziehenden Werthe vor 
u und A nit hinreichend. Aber da das Totalverhältniff, db. he dab 


Berhältniff , welches wir mit — bezeichnet haben, für Belgien und fir 


ganz Frankreich fo wenig verfchieden ift, fo fann man annehmen, ba 


dad Vartialberhaͤltniſſ —,- Ps für dieſe beiden Länder ebenfalls ſehr wenig 


Me © 





Geſchworenen Heiner wird, wenn fie einer Seits eine geringere Wahr 
fcheinlichkeit zur Verurtheilung fordern, und wenn anderer: Seits vor 
der Urtheilöfälung eine größere Wahrſcheinuchkeit vorhanden iſt, daſſ der 
Angeklagte verurtheilbar iſt. 

$. 143. Wir haben nm vermittelt der Formeln (9) und (10) 
und der für z und k over für z’ und Ä’ gefundenen Paare von Wer 
then noch die Wahrfcheinlichleiten zu berechnen, daſſ ein Verurtheilter 
ſchuldig und ein Freigeſprochener unſchuldig war, oder genauer zu reben 
die Wahrſcheinlichkeiten, daſſ der erſte verurtheilbar und. der zweite 
es nicht war. Aber zuvor müffen wir biefe Formeln in andere verwar- 
bein, welche für die Rechnung bequemer’ find, und zugleich werben mir 
noch andere Formeln hinzufügen, beren Zahlenwerthe ebenfalls von bes 
ber Wichtigkeit find. 

Vermöge der erften der Gleichungen (6) kann die Formel J 

durch die Gleichung: 


P,a=KkU, 
erſetzt werden worin man das durch die Beobachtung gegebme Se | 
bäiemif] — für den Näherungdwerth von €, nimmt, ' 


Die Vroße 1—P; iſt die Wahrſcheinlichkeit, daſſ ein bei der Stim⸗ "= 
menmehrheit von wenigſtens 3 — 2 Stimmen gegen 2 Werurtbeilter ms : 
ſchuldig iſt; c, ift die Wahrfcheinlichkeit, daſſ der Angeklagte, er fei fhub 
dig oder nicht, bei diefer Stimmenmehrheit verurtheilt ift, und dad Pre 
buct aus c, und 1 — P, drüdt folglich die. Wahrfcheinlichkeit aus, daſ 
ein Angeflagter, wenn er auch unfchuldig ift, Dennoch verurtheilt wir. 

Bezeichnet man fie mit D, und berudfichtigt die vorhergehende Gle⸗ 
chung, ſowie die erſte der Gleichungen (6), ſo erhaͤlt man folglich: 


D,= =(1 —kyPV, io’ 


welches NRefultat fich auch aus den Betrachtungen ergibt, welche in gne 
zur Beſtimmung des Ausdruckes von P, angeſtellt ſind. 

Wenn die Anzahl der zur Verurtheilung erforderlichen Stimmen 
wenigſtens n — 2 betraͤgt, fo fei 77, die Wahrſcheinlichkeit, daſſ ein frei⸗ 
gefprochener Angellagter unfchuldig if. Ihr Werth ergibt ſich auß dem 
von. Q, ober aus der Formel (10), wenn man darin n — — 1 full 

2 fegt, und wenn man bie zweite ber Gleichungen (0) beruͤckſichtigt; 
fo ergibt füh: 


Ida — a — U, J 


851 


er was nad $. 118 baffelbe iſt: 
mAa—c)=1—h) ar) 

' Die Wahrſcheinlichkeit, daff ein. freigefprochener Angeklaͤgter ſchul⸗ 
ei, ft =1— IZ,, und da die Wahrfcheinlichkeit, daff irgend ein 
Ingellagter nicht verurtheilt wird, —=1-ec, if; fo folgt, daſſ das 
Mroduct (1 — I)(1—c,) die Wahrfcheintichkeit ausdrudt, daſſ ein 
haldiger Angeklagter dennoch freigefprochen wird. Bezeichnet man fie 
wit 4,, fo hat man folglich: ' 

4=1—4—-a—hAa—P, N , 


&der vermöge ber erflen ber Gleichungen. (6): 


Die Wahrſcheinlichkeiten D, und: A, ſind ſo zu fagen das Maß 
ber Gefahr, welcher, der Angeklagte und die bürgerliche Gefelfchaft aus⸗ 
gefeht wird, daſſ ein nicht verurtheilbarer Angellagtet dennoch ver= 
urtbeilt und ein verurtheilbarer Angeklagter freigefprochen wird. Hin⸗ 
fihtlih der wirklichen Schuld oder Unfchuld der Angeklagten muſſ man 
nicht aus dem Auge verlieren, daff D, nur, wie P,, eine obere Grenze 
und 4,, wie Q,, nur eine untere Grenze if. Wenn die Werthe von 
P, und IT, berechnet find, fo ergeben ſich baraus die von D, und A, 
mmittelbar; denn vermöge ber vorhergehenden — hat man: 


woraus erhellet, dal die Wahrſcheinlichkeiten A, und 3 reſp. immer 
Heiner find, als die Wahrſcheinlichkeiten A und 1 — % der Schuld und 
ber Unfchuld des Angeflagten vor ber Entſcheidung. Da für eine fehr 
große Anzahl su von ‚Angeflagten die Anzahlen der Verurtheilungen und 
Örcifprechungen nach der Beobachtung refp. a, und B— a, find, fo 
ſind die Anzahlen der unfhuldig Verurtheilten und der. freigefprachenen 
Schuldigen fehr nahe und hoͤchſt wahrſcheinlich den Producten D, a; 
md A,(u — a,) gleich. 
Set man n—=12 und fucceffive 2=5 und i*4, nimmt —E 
und I für die Nherungswerthe von c, und c, und ſetzt, wie "Im 
t 
Borhergehenden ir und - flatt u und 1-u;f ergibt, fich 


* 
ns den vorhergehenden Gleichungen: F ET N 


58 
a, J nn — * 
Fe 
klı _ 1-+-12.t-+66.:? 4220. {54-405 DE WELT 
| arg M 


5 — 








x — °-4-495.144-792. 25-1924. etnctme] 
ı are 


(1 9n = 
k _1+12.1-+-66.1?-4-220.1°4485. 11.792. 
— J — 


(1-)m,= 


ı+12, -12.2-4-66.: 12:4220.1%-4-496. 14 
a -hlı— a] 


(1 — 





Bu gleicher Zeit het man: u | 
D,=1-k- (2), 4=k-22R, = 
D,=1-k-(1-)m,, 4,=k—-: P, 


Diefes find alfo die verfchiebenen Formeln, deren Zahlenmwerthe zu 
beftimmen find. Die darin vorlommenden Größen beziehen, fi auf 
Verbrechen gegen Perfonen, und biefelben accentuirten Buchftaben be 
zeichnen die fich auf Verbrechen gegen das Eigenthum beziehenden anss | 
Iogen Größen, | 

$. 144. Während ded Jahres 1831 betrug die zur Verurtheilug 
erforberlihe Stimmenmehrheit wenigftend 8 Stimmen gegm 4 and 
bie Beruͤckſichtigung der Milverungsgründe fand nicht ſtatt. Es war: 


=0,3632, {= 2,112, k= 0,5354, | : 
| 

woraus ſich ergibt: 

P,=09811, I,=0,7186, D,= 0,00689, A, =0,1791. 


Bon den 743 in biefem Jahre Verurtheilten hätten nach diefem Werthe 
von D, ungefähr 5 nicht verurtheilt werben follen, und von den 2306 











sie Tpr a gihiäre" 


WR. Ben mim endlich · die beiden): Arten von izo etdrrchen Prem Unter 
Reihung, und kuͤr ganz, Frankreich betragtet, ſo mul. man k=.0,8391 
mw iz 2,05 nehmen ($. 340), und wenn man ben correſpondiren⸗ 
dem Werth von p, ober bie Wahrſcheinlichkeit, daſſ der Verurtheilte 
ſcoldig iſt, mit or, bezetchnet; fo Hat, man 





Wenn man biefe Werthe von p, , pi 5, ©, von der Einheit abe 
dt, fo erhält man fehr nahe 6, sb, 195 für die Wahrfchein- 
Bleit des Irrthumes eines Gefchworenengerichted in ben brei eben bes 
trachteten Fällen. Nach der Laplacefchen Formel (5ER) waͤre vieſe 
Behrſcheinlichkeit in dieſen sei, EC dieſelbe unb gleih 0,20, d. h. 
fe doppelt fo groß, ald der Werth von’ I—p,, und dad Fünffache 
da Werthes von E—@,.:- IM: dedt? folgenden $. "werben wir ſchem 
want fihh dife Wahufdeinlichleit -U -- wz:. der Wafehrild. Kies. Anger 
Bogen tebeict, wann das Verdammungsurthell der-Beihwurenten durch 
da Aſſiſenhof bei: der Stimmenmehrhes ‚von. wensgftend‘ 8. Summen 
La 2 beſtaͤtigt wird. 

‚Wenn man zur Berechnung der Wethe ‚son k und u, "oben. vn 
Kb u! für die: gegemoärtige Zelt hinreichende Beobachtungodata hat, 
ſo ergeben ſich daraus, wie ‚bereits oben ($. 140) bemerkt wurden, 
dur, eine ber vorhergehenden Ähnliche Rechnung / bie correſpondirenden 
Vahrſcheinlichkeiten Pr Ag -Dya:Ay, ber, IP, Mar A'zı 
und vergleicht man fie mit den Wahrſcheinlichkeiten B,, 7,, Du Ay . 
We Pr Ir Din. 4’ gr welche wir fuͤt die Epoche vor 1831 
gefimden haben; To Fan mart 48. mit völliger Zuverläffigfeit die 
telatioen Vortheile der Criminalgefeßgebung zu hiefen, beiden Zeiten in 
Beʒiehung auf die Öffentliche e Sicherheit und auf die Garantie, welche 
man ben Angeklagten ſchulbig ÄL, kennen / lerncn. 

Wenn die Data der —— dieſelben Bföißen, fo wird den⸗ 
(ben nach ber Bemerkung in Su Fur dywei hegſchiedene Werther 
taare yon k. und, ,ı „aber, ‚für, Werbe diefer 
Süßen » „yaban, bie ei in m, Bjr,.angepm. Heiner gla EN aber 

. inpei And... Gen E 
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gefunden, und wenn wir die Bedbachtangebata anwenden, wovon 
Gebrauch gemacht haben, fo können wir daraus ebenfalls auch . 


k=1— 0,6744— 0,3266, W=1 — 0,7771=0,2220 
ableiten;. und wenn fih der Werth- von 4 in 1— verwandelt / 
verwandelt fich der von e gleichzeitig in — ; man bat alfo auch: 
ZB nn 
PER 0,2808, 
3,1865 
unb wenn man wieber, wie weiter oben 


ne‘ ır 





a’ . j , ut. D 

— 0,6034  -- .. 
.1 2... . N . Mr .. , . . “ 

nimmt Au abet man: Ä 

Pu =0p00ers, BR 


fe baff bie: Verurtheil ing die Wahrſcheinlichkeit, daff:. ber. Ang 
ſchulbig iſt, ſtatt zu vergroͤßern, im. Gegentheil vermindeet und fſaſt 
Null reducirt haͤtte. Allein nach dem bereits. citirten 5. muͤſſen bi 
Werthe der Unbekannten 0 und zu ober A’ und , welche Kick 
ſind, als die der entgegengeſetzten Wahrſcheinlichkeiten und von der Re 
nung auch gegeben’ merben müffen, damit fie auch den Fall mit u 
faſſt, wo in einer. fehr großen Anzahl außergemöhnlicher Eintfcheibung 
die geſetzliche Schuld der Verurtheilten ‚weniger wwabeitheinlich Wr 
ihre Unſchuld, im Allgemeinen verworfen werden. . 


s 145. Wenn wir in der eften ber Sormeln u 


J | 
nz, —— u er — | 
fe, fo. erhalten wir: 


gl (2k—1)(1+5:+-1022) 
27. 





[U] — — — — 


fuͤr die Woeheſdeintichteit, daff ein Angeklagter durch ein aus 8 Mk 
tern beftehended Zribunal bei einer Mehrheit von wenigſtens 3 Stu 
men gegen 2 verurtheiltwird, wo wieder die Wahrfcheinlickeit t 
Schuld des Angeklagten vor der Urtheilöfällung und z die Wahrſche 
lichkeit, daff fich jeder der Richter nicht irret, bezeichnet. Nach ber J 
mel (9) haben wir zu gleicher Zeit zur Meftimmung ver Wahrſche 


. " u) 
art 
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beit von: 7. Stimmen gegen 5 und Dusch: die Michtet. des Affen! 
bei einer Mehrheit von wenigftend 3 Stimmen gegen 2 verurtheil 
Die Wahrſcheinlichkeit, daſſ er unfchuldig iſt, iſt folglich fehr m 
von 45 verſchieden, fo daſſ pon den 1597 Verurtheilten fehr u 
fcheinlich ungefähr 15 nicht verurtheilbar waren. 

Diefelben Werthe von c und 23 Geben | 


.24k - 


wornach 9 die zur Beftimmiung der Unbefännten ! Belege Big 
++ 1842= (,1288)(1 +98 J 

verwandelt, Aus derſelben ergibt fih:, . - . 

j = 2789, ib as, nu zu 


welchet rigt, daſf tie Wohrſcheinlichkeit 1 des Nichtirrenß der ð* 
ſehr wenig Yon der weiter ‚oben ($..140) . für bie Be 
neeteung, ber Ark, ber Mrs en ernten. = * 0739 ye 
ben iſt. 


id 146. Die Formen, - woven- wir chen verfihichene Ame 
an auf: bie Entſcheidungen in -Criminelprocefien. gemacht haben, 
ebenfalls auf alle in fehr geoßer Anzahl flsttgehabte Entſcheidunge 
dexer Arten, z. B. auf: bie: Entſcheidungen der Correctiondpaligei 
auf die der Militejuſtiz anwendbar. Um. fie aber: anwenden au 
nen, mufl: man für jebe Art der Entfcheivungen die zur MBeftim 
ber. in dieſen Formeln vorkommenden. Elemente erſorderucheꝛ Bea 
tungsdata Eennen. 

Die Comptes generaux de !’A Administration de la iustice 
minelle enthalten auch die :Refultate der Eorrectionöpoligei, Waͤ 
der 9 Jahre von 1825 bis 1833 hat die Anzahl der in ganz Fran 
vor die Correctionspolizei geſtellklen Individuen 1710174 betragen, 
von 1464500 verurtheilt ſi ind, go daſſ das Verhältniff der Anzat 
Berurtheilten zu der der Angeflagten — 0,8563 ifl. Diefed Verb 
bat fich nicht merklich won: einem Jahre zum andern geänberk: un 
hat immer zwifchen 0,84 und:@,87 gelegen. . Die Anzahl der A 
in den Tribunalen der Correstionspolizei. ift verſchieden, und ſie 
wenigftend — 3 fein, was aud gewöhnlich der Fall if. Es if 
dann zur Verurtheilung cine Mehrheit von 2 Stimmen gegen ein 

reichend, und. man erhält: folglich. die Wahrſcheinlichkeit c, daff ei 
geklagter von der Correctionspolizei verurtheilt wird, went man: 


. r ep D 
® 1, 1; 1 ⸗ 
.2 


20 1188, J 
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k=0,8793, 1—k= 0,1207, 


fo daff man etwas mehr, ald 7 gegen 1 wetten koͤnnte ‚da 
Militärperfon ſchuldig ift, wenn fie vor ein Kriegögericht geftellt 
Vermoͤge der Formeln (9) und der erften der Gleichungen (6) hat 


(1+97e,P,=kU +71 +2185). 


zur Beftimmung der Wahrfcheinlichfeit P,, daſſ der Angeklagt 
ſtattgehabter Verurtheilung ſchuldig iſt, und vermittelſt der vorhe 
ben Werthe von Ca, I, k ergibt fi: 


P,=0,976, 


woraud erhellet, wie wenig diefe Wahrfcheinlichleit von der Sa 
verfchieben if. Allein dieſes Nefultat gründet ſich auf einen by 
fhen Werth von Z oder u, deſſen Grab der Genauigkeit wii 
angeben koͤnnen. Deffenungeachtet würde es intereffant fein, d 
litaͤrjuſtiz mit der der Aſſiſenhoͤfe hinſichtlich der Wahrſcheinlichkeit de 
tigkeit ihrer Urtheile auf eine zuverlaͤſſige Weiſe vergleichen zu | 
Zu dem Zwecke müffte man in Beziehung auf die verurtheilten Mili 
fonen außer dem Verhältniffe 3 ihrer Gefammtzahl zu der der Ange 
auch das Verhältnifl der bei der Einftimmigfeit der Richter Ver 
ten, fo wie das. Verhältniff der bei den beiden Stimmenmehrheit: 
6 Stimmen gegen 1 oder von 5 gegen 2 PBerurtheilten zu d 
fammtzahl der Angeflagten kennen. Leider Fennen wir aber diefed 
Datum nicht aus der Beobachtung und es lafft fih auch dur 
einigermaßen wahrfcheinliche Hypothefe erfeßen. 
$. 147: Zum Schluffe dieſes Werkes wollen wir nun n 
MahricheinlichFeit der Urtheile der Tribunale in Civilproceſſen bet 
In einem Civilproceffe kommt ed darauf an, zu entfcheiden, 
von zwei Parteien, wovon bie eine die andere anklagt, das 
auf ihrer Seite hat. Diefed würde durch Richter, für wel 
Feine Wahrfcheinlichkeit des Irrens gäbe, mit völliger Gewiſſhe 
ſchieden werden, und wie groß ihre Anzahl auch fein möchte, fo 
das Urtheil doch immer bei der Einftimmigfeit derjelben gefällt ı 
Allein dieſes verhält fich nicht ſo. Es gefchicht oft, daſſ zwe 
einſichtsvolle Richter, weldye denfelben Proceſſ mit aller ihnen mi 
Aufmerffamteit unterfucht haben, deſſenungeachtet entgegengefet 
theife darüber fällen. Man muff alfo annehmen, daſſ für jeder 
ter eine gewiſſe Wahricheinlichkeit ded Irrthumes in feinem Urrtheil 
findet. Sie ift von. dem Grade der Einficht und der Rechtlichl 
Richters abhängig, fie ift nicht a priori bekannt und ihr Wertf 
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u uꝰ u’ 
P= un'u' -(1— u) aan’ 
ober was daſſelbe ift: 


cp=uu u", 


Wenn dad Urtheil der drei Richter nicht einftimmig ift, fo bat 
einer derfelben zu Gunften einer der Parteien und bie beiden anbem 
zu. Gunften der andern Partei entſchieden. WBezeichnet man bie Wahr 
fcheinlichkeiten, daſſ der Richter -L, oder A’, oder 4, ein von den 
beiden andern verſchiedenes Urtheil fällt, und alſo der in Rebe * Paade 
Fall flattfindet, mit a, a’, a"; fo hat man: J 


.o—=(1— w)uu" ul — WI — uN) 
MCI —- u)uu' Wil — u)(1 — u”) 
"—- (1 — uNuwe+ur( -u)(l — uw); 


denn der erſte Fall findet z. B. flatt, wenn A’ und 4" ſich nicht ie 
ven und A fich irret, oder wenn A’ und A" fich irren und A nicht, 
und ebenfo für die beiden andern Faͤlle. Bezeichnet man bie Wahr 
fcheinlichkeit eined nicht bei ber Einftimmigfeit der Richter gefaͤllten Ur 
theiles allgemein mit 5, fo hat man: 


b-a-ta'-Lal, 


und ba dieſes Urtheil, oder ein einſtimmiges Urtheil gefällt werben mıfl, 
fo muff &+c=1 fein, was ſich leicht nachweifen laͤſſt. Hieraus folgt: 


b=1—uW " 1 WA-WN)ı—uN), 


Soll das Urtheil richtig fein, fo iſt erforderlich, daſſ fich die ber 
ben übereinflimmend urtheilenden und bie. Stimmenmehrheit bildenden 
Richter nicht geirret haben, und wenn. dad Urtheil unrichtig fein fol, 
fo müffen fie fich geirret haben. Wenn man aljo die Wahrſcheinlich⸗ 
keit der Richtigkeit eines nicht bei der Einftimmigkeit der Richter ge 
fällten Urtheiles mit g bezeichnet, fo hat man auch nach der Regel für 
die Beflimmung der Wahrfcheinlichkeit der Urfachen oder Hypotheſen: 


dbg=(1 —- Wu u" (1 — wWN)uu" (1 — uN)uu., 


Run fei in einer fehr großen Anzahl zu von denſelben 3 Richten 
A, A, 4" gefällter Urtheile Y Die Anzahl der einftimmigen und 6 die 
der nicht einſtimmigen Urtheile, und unter dieſen legten: feien c, «&*, a" 
die Anzahlen der Urtheile, wo der Richter A, oder A’, ober A, nicht 
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ut, 
wenn man voraudfebt, daſſ fie eine gleiche Einſicht in die Sache ha⸗ 


ben, und wenn man dieſen Bruch $ für ben gemeinfepaftlichen Werth 
von u, u, u nimmt; fo findet man: 

| e=4,b=4, P=$,9=4 

Da diefe Werthe von p und 9 etwas Keiner find, als bie vorhergehen⸗ 
den, ſo folgt, daſſ in unſerm Beiſpiele durch die Annahme einer glei 
hen Einficht der drei Richter die Wahrſcheinlichkeit der Richtigkeit eined 
einflimmigen oder nicht einflimmigen Urtheile® vermindert wird. "Ds 
aber anderer Seits der letzte Werth von c größer iſt, als der erſte wis 

der erfie Werth von 5 größer, aͤls der lebte, fo wird durch biefe Ans 

nahme die Wahrfcheinlichkeit eines einflimmigen Urtheiled der drei Kid 

ter vergrößert, und folglich bie eines nicht einſtimmigen Urtheiles ver 

mindert. 

Wenn wir nicht wiſſen, ob ein von drei Richtern gefaͤlltes Urchel 

ein einſtimmiges iſt, ober nicht, fo iſt der Grund, welchen wir für die 

Annahme der Richtigkeit dieſes Urtheiles haben, von'p und g verfdie 

den. Bezeichnet man in biefem Falle bie —— der Br 

tigkeit dieſes Urtheiles mit 75 fo hat man: 

"rzuuut/ (1 — wW)uu (1 —_ Nut uNun | 
Denn in der Vorausſetzung der Nichtigkeit des Urtheiles kann das ge | 
fällte Urtheil oder dad beobachtete Ereigniff in 4 verichiebenen sale | 
flattgefunden haben, deren Wahrfcheinlichkeiten die vier Glieder des zwei⸗ 


ten Theiles ber vorhergehenden Gleichung find. In der entgegengeſche 
ten Vorausſetzung wäre bie Wahrſcheinlichkeit dieſes Ereigniſſes 


CI — ) (I - u) -uN+ul —— - u 
F - -- u), 
und da die Summe der Wahrſcheinlichkeiten deſſelben in den beiden Vor⸗ 


ausſetzungen der Gewiſſheit oder ver Einheit gleich iſt; fo iſt der Dive 
for bes ſich aus her Regel in $. 28 ergebenden Ausdrudes von r a 


falls der Einheit gleih. Auch kann man bemerken, daſſ 
r=ep-+by 


iſt, was 3 fich auch leicht direct nachweiſen ließe. 
Wenn man die vorhergehenden Werthe von’ z, u, Pr nimm 


ſo findet man: 
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.. vn. man fe alle. Be ſetzt; -fo- kommte 


=,‘ , 
ud da Biefer zweite Werth von 7 :etwgß feiner iſt, als der. erte, ſo 
ſolgt, daſſ die Wahrſcheinlichkeit ber Richtigteit des Urtheiles kleiner iſt, 
db vorhin, wenn die drei Richter eine gleich. ‚tiefe Einfiht in die vor: . 
igenbe Sache haben. 

8.149, Dieſe Formeln laſſen ſich leicht auf die Urtheile eineß 
ui einer beliebigen Anzahl von Richtern beftehenden Tribunales erſtre⸗ 
den; aber man kann keine Anwendung davon machen, weil es an ben 
zur Beſtimmung der Wahrfcheinlichkeiten des Nichtirrens der verſchiede⸗ 
nen Richter noͤthigen Beobachtungsdaten fehlt. Wenn man. diefe Wahrs 
fheinlichleiten als einander-gleich. und die Anzahl der Richter. wieder — 3 
annimmt, fo hat man unter Beibehaltung ber fruͤhern Bezeichnungen: 


‚cezust(1—u)8, b=1 —u8 —(L — u)ys 
ep=u®, dg=s(1 —u)u®, rzui4+8( —u)u?. 
Nimmt man übebies für c oder 5 den ſehr genoͤherten und hochſt 
wahrſcheinlichen Werth * oder — fo beftimmt die eine ober die an⸗ 


dere ber beiden erften Gieichungen den Werth von, jo daſſ man zu 
diefer Beftimmung von einer .fehr großen Anzahl su durch die 3 Rich- 
ter gefällter Urtheile nur die Anzahl y der bei ber Einſtimmigkeit, oder 
die Anzahl 6 der nicht bei der Einſtimmigkeit gefaͤllten Urtheile zu Ten 
nen braucht; allein diefed Datum ift ebenfalls nicht aus der Beobach⸗ 
tung bekannt. Wenn man z.B. 6=yY nähme, fo hätte manı 


us+-(1— u?=1 - Su-3u2 =}, 
olglich: u ' 
u=4(1#4V3), 


bh. man befäme fir u zwei Werthe, wovon ber eine größer und der 
mdere kleiner ald 4 wäre, und da man annehmen muſſ, daſſ die Wahr⸗ 
cheinlichkeit des Nichtirrens eines Richters groͤßer iſt, als die entgegen⸗ 
jeſetzte Wahrſcheinlichkeit; fo erhielte mar; wenn man den erften dies 
er beiden Werthe nähme: R 


u= 0,7 888, 
folglich: | 
p=0,8815, 9—0,7885, r— 0,8850, 


s.. | 
audſetung wird folglich .„dund den Muotienten muß dem erſten heil 


der Größe C und ber Summe ihrer beiden Theile ausgebrüdt, Bir 
haben folglich: 


CP=r[p?+7»° (1—v)+21v5 arts) 
und ebenfo findet man: 
CP'=(1—r)[P"+77° 1—)+ 2195 (1—v)2-+3504(1-0)2], ° 


welche Refultate ſich auch aus den Formeln (9) und (10) ergeben, wem 
man darin k=r, n=7, 2—3 fest, wie ed auch der Zall fein uf 
Wenn man bie Bebeutung von g berüdfichtigt, fo koͤnnen diefe Oh 
chungen auch durch folgende erfeht werden: Ä 


CP=zre, CP =(i1— r)p. 


& 150. Zum Ausſpruche eines Urtheiles erſter Inſtanz find we 
nigſtens 3 Richter und zu einer Erkenntnifffällung des Appellationd 
hofes 7 erforberlih, und im Allgemeinen werben dieſe kleinſten Zah 
fen nicht überfchritten, weßwegen wir auch die Zahlen 3 ımb 7 fir 
die Anzahlen der Richter der beiden eben betrachteten, auf einander fel⸗ 
genden Tribunale angenommen haben. Wenn man für feinen Bath 
ald Function von u in die erhaltenen Formeln fubftituirt, fo enthalten 
fie die beiden Wahrfcheinlichleiten # und v, welche nur aus ber Beob⸗ 
achtung abgeleitet werden koͤnnen; aber Icher liefert diefe nur ein ein 
ziges Datum, nämlich dad Werhältniff der Anzahl der durch bie Appeb 
lationshöfe beftätigten Erkenntniffe erfter Inftanz zu der Gefammtzahl der 
vor fie gelangten Urtheile erfter Inftan. Um alfo von diefen Zormdi 
Gebrauch machen zu Finnen, muff man die beiden Unbefannten u und 
# vermittelft einer befondern Hypotheſe auf eine einzige zurädführen, md 
die Vorausſetzung, weldhe und am natürlichften gefchienen hat, beficht 
darin, ve —=u zu feßen, d. h. anzunehmen, daſſ die Richter des aftn ' 
Tribunales diefelbe Wabhrſcheinlichteit, ſich nicht zu irren, haben ald bie 
ded zweiten. 
. Bei einer fehr großen Anzahl von Urtheilen erfter Inftanz fd m 
die Anzahl der beftätigten und folglihd u— m bie der nicht beftätigten 


Urtheile, fo kann man das Verhaͤltniſſ — für ben fehr wahrſcheinlichen 


Näherungswerth der mit C bezeichneten Wahrfcheinlichkeit ‚nehmen, und 
wenn man 


m t 1 
C=— ‚vu, u=m —, 1—- u=— 
4 ' ’ 1-+t 


u 1+: 





| 3,0 
geweſen, woraus ſich für diefe drei Perioden: 
7 _0,7155, — =0,8879, —-— 0,0784 
M A 4 


ergibt. Die beiden letzten Verhaͤltniſſe, welche den ganzen Jahren nk 
fprechen, find noch nicht um „I, ihred arithmetifchen Mitteld von ein 
ander verfchieven, welches ein fehr merkwürdige Beifpiel des Scan | 
der großen Zahlen barbietet.*) Wenn man für m und u die Summm | 
der fich auf diefe drei Perioden beziehenden Zahlen nimmt, fo erhält man: 


m—11747, u=17157, — = 0,6847, I 


und wenn man die ſich auf den Pariſer Appellationshof beziehenden 
Zahlen allein betrachtete, ſo haͤtte man: 


m-2510, u=3297, ——-— 0,7613, 
A 


fo daff für den Bezirk dieſes Appellationshofes das Verhaͤltniſſ m (dr 


nen mittlern Werth für ganz Frankreich ungefaͤhr um J ſeines Bee 
für ganz Frankreich übertrifft. 


Menn man den fih auf ganz Frankreich) beziehenden Ber — _ 
— 0,6847 anwendet, fo findet man: 


!—= 2,157, u 0,6832, r—= 0,7626, 


Nach diefem Werthe von 7 kann man alſo etwas mehr ald 3 gegen 
1 wetten, daff ein Urtheil erfter Inftanz richtig ift, wenn man were 
dad Zribunal Eennt, von dem es gefällt ift, noch die Art des Proceffed- 
Auch fieht man, daſſ die Wahrfceinlichkeit 1 des Nichtirrens für bie 
Richter in Civilproceſſen den Bruch 0,6788, welcher diefe Wahrſcheinlich⸗ 
keit für die Geſchworenen vor 1832, d. h. che das Geſetz die Berüdfihti- 
gung ber Milderungsgruͤnde vorfchrieb, ausdruͤckt, nur fehr wenig übertrifft: 

Vermittelſt diefes Werthed von 7, und wenn man die Berhältniffe 
m p—m . .. UN er: , 
em für die Werthe von C und C’ nimmt, ergibt fi aud 


ben Zormeln des vorhergehenden $.: 





. , , " m 
) Dieſes Gefeg wird von neuem durch ben Werth ves Verhältniffes — — 0,6958 
p 


für das Jahr 1834 beftätigt, welcher Werth vor Kurzem in dem Compte 
general etc. für dag Jahr 1884 von der Regierung 6 bekannt gemacht iſt. 





Anhang IL 


Anwendung der Wahrfcheinlichfeitsrechnung anf 
Die Berechnung Der Lebensrenten, Lebensver 
ficherungen, u. ſ. w. 


§. 1. Eine Leib= oder Lebensrente ift, wie fchon der Rame 
anzeigt, eine folche, welche einer Perfon 4 fo lange gezahlt wird, ab 
fie lebt. Der Werth einer folchen Leibrente ift alfo von der Lebente 
wahrfcheinlichkeit der Perfon A abhängig, weil e8 nicht gewiſſ iſt, def 
diefe Perfon ein beftimmtes Alter erreicht. Dedgleichen, wenn ein 
Ehemann feiner Ehefrau eine Wittwenpenfion Taufen will, fo iſt de 
Werth diefer Penfion offenbar von der Kebenswahrfcheinlichkeit beider abs 
hängig, etc. Es kommt alfo bei Unterfuchungen diefer Art zunädft 
darauf an, die Lebenswahrfcheinlichfeit der Menſchen in ben verfchiebe 
nen Altern des menfchlichen Lebens zu ermitteln. Bu dem BZwede be 
flimmt man durch Beobachtung, wie viele von einer hinreichend großem 
Anzahl Neugeborener, 3. B. von 1000 oder 10000, am Ende des 
Iften, 2ten, 3ten, ... Lebensjahres noch leben. Denn bezeichnen 
wir die betrachtete Anzahl der Neugeborenen mit a, und die davon 
am Ende des 1ften, 2ten, Sten, ... Jahres noch Lebenden refp. 
mit @,, Gy, Gy, +. +5 fo wird offenbar die Wahrfcheinlichkeit, daſſ 
irgend eins biefer Kinder 1,2, 3, ... Jahre alt wird, refp. durch: 


a, 42 a, 0, 





a,’ a,’ a, F Fon 

auögedrüdt. Um aber die Werthe von @,, @z, Agı“.. zu finden, 
müffte man eigentlich die a, =1000 oder =10000 Neugeborenen ihr 
ganzes Leben hindurch beobachten, bis fie ſaͤmmtlich ausgeftorben wäs 
ren; allein dieſes würde viel zu weitläufig, ſchwierig und unficher fein, 
weil mehrere folcher Beobachtungsreihen erforderlich find, um zufällige 
temporäre Einflüffe auf das gefuchte mittlere Refultat zu befeitigen, und 
ed müflen daher Methoden ausfindig gemacht werden, die Werthe von 
dr Gy, Gy, Ayye.. welche eine fogenannte Sterblichkeits- oder 
Mortalitätstafel bilden, innerhalb einiger, Jahre mit der möglichft 
größten Zuverläfjigfeit zu beſtimmen. 
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Halley, welcher die erfte Sterblichkeitstafel verfertigt zu haben 
t, nahm an, daff ſich die Bevölkerung eine Landes, einer Stadt ete. 
ebarrungszuftande befinde, d. h. daſſ jährlich ebenfo viel ges 
werben, ald fterben, und daſſ außerdem die refp. Anzahlen ber 
ıden ober Sterbenden von einem Alter, von 1,2, 3,4, ... Jahren 
n fucceffiven Jahren diefelben bleiben. Um in biefer Worausfegung 
Berthe von a, , @y, Ag, Gyr .». zu finden, braudt man nur 
den Sterbeliften zu beftimmen, wie viele Individuen von einer 
ichend ‘großen Bevölkerung refp. im Iften, 2ten, Sten, Aten ... 
e ihres Lebens geftorben find. Denn wenn im Iften Jahre @g, 
ıten Jahre |, im Ften Jahre @,, im ten Jahre @,, im - 
Jahre @,, .. Individuen geflorben find; fo hat man, weil nad 
Borausjeßung die Anzahl der Werftorbenen ber ber Lebenden gleich 
ſoll, folgende Sterblichkeitstafel: 
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Da nun die Bevölkerung als ftationär voraußgefeht wird, 

folgt, daſſ umgekehrt von den =, jährlid Neugeborenen reſp. @, , @ 
ag, Ayr ... das Ende des Lften, 2ten, Iten, ten, ... Jahr 
erreichen. Unter diefer Vorausſetzung fann man die Werthe von a 
@,, ag, ... ſchon aus einer Sterbelifte von einem Jahre find 
und braucht nicht das allmählige Abfterben von ao, Neugeborenen vi 
Sahre hindurch zu beobachten. 

& 2. Wenn man die Zahlen der vierten Kolumne refp. durd t 
danebenftehenden der britten dividirt, fo erhält man offenbar die ferne: 
mittlere Lebensdauer für das entfprechende Alter. So tft „* 


020, +30, +40, +52, +... tat tat 
ot, ta +, tt... 0 
' that 


die ganze mittlere Lebensdauer eines Neugeborenen, und: 


e,+ 2a, +3, +44. _8 +a3 t3+3%4-+... 
+0 +0, +0,34... ZZ a 
_ a,40,+a0, +... 
=1-+ — — 

iſt die fernere mittlere Lebensdauer eines Ijährigen Kindes, u. f. f. 

Hierbei ift aber angenommen, daſſ die Todesfälle plöglich a 
Ende jedes Sahres ftattfinden, was jedoch nicht der Fall if. Diem 
hergehenden Ausdrüde für die mittlere Lebensdauer bedürfen daher er 
Correction, welche darin befteht, dafj man 4 davon abzieht. Denn ba-t 
Todesfaͤlle während des ganzen Jahres ftattfinden, fo Fann man ann 
men, daſſ fie alle in der Mitte deffelben ſtattgefunden haben, und alsda 
leben nad) 4, 3, 3. z . Jahren 
reſp noch 2, —0,, Ad, —a,, dA, —A,, 4; So, ... Sndivibuei 
und die entfprechenden Waprfieinliteiten für bad Durcheben die 
Zeitraͤume ſind: 

amt, Mad, AGTa Ama, 
u’ a ' u’ au ..o 

Nah 8.69 muff man aber diefe Wahrfcheinlichkeiten mit ven ei 
fprechenven Zeiträumen multipliciren und die Producte addiren, um d 
richtigen Ausdruck für die mittlere Lebensdauer zu erhalten. Auf Di 
Weiſe findet man für die mittlere Lebensdauer eines Neugeborenen d 
genauen Ausdruck: 
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—a,)+3(a, —a,)+7(a,—0,)+9(a,—a,)+. J 


11H +++ +. 
Ir nn mn 


: der fernern mittleren Lebensdauer einer Perſon ift 
e fernere wahrfheinliche Lebensdauer nicht zu- ver- 
denn unter diefer verfieht man die Zeit, nach deren Verlauf 
e der Perfonen von dem Alter der betrachteten Perfon geftor- 
und alfo die Wahrfcheinlichkeit, daſſ fie diefen Zeitpunkt er 
enfo groß ift, als die, daſſ fie früher ſtirbt, nämlich jede S4. 


Die Vorausſetzung, worauf fih die Halley'ſche Eonftruc- 
Mortalitätstafeln gründet, ift jedoch nicht naturgemäß; denn 
rungen in diefer Beziehung haben gelehrt, daſſ die Bevoͤlke⸗ 
icht ftationdr find, fondern bedeutenden Veränderungen unter: 
d meiftend beträchtlich zunehmen, d. h. ed flerben menis 
geboren werden. Nun ift aber leicht einzufehen, daff in Die 
eine Halley’iche Mortalitätstafel die Lebenswahrſcheinlichkeiten 
ıcceffiven Altern und die mittlere Lebensdauer zu gering ober 
lichkeit zu hoch angibt, während bei einer abnehmenden Be⸗ 
dad Gegentheil ftattfindet. Ueberhaupt findet, wenn bie Be- 

nicht ftationär ift, zwifchen der Anzahl =, ber jährlich 
enen und ben Anzahlen @,, &j, Ey, &g, ... ber im 1ften, 
en, ... Sabre ihres Lebens Sterbenden durchaus feine Be⸗ 
tatt, fo daff man z. B., wenn jährlich 1000 geboren wer⸗ 
in einem Jahre 8 Perfonen in einem Alter von 30 Jahren 
nicht umgekehrt behaupten Fann, daſſ von den 1000 ‚Neuges 
uch 8 nah 30 Jahren flerben werben. 
nn die Bevölferung wieder als flationär angenommen wird, fo 
Bolfözählungen die Zahlen a,, a,, Ay, @y,. .. uns 
‚ und wenn man auf diefe Weiſe: 


&, Individuen von 0 bis 1 Jahr 
1 ⸗ : 1 = 2 = 
6, ⸗ : 22:83 =: 
6, s z 3 * 4 2 
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findet, fo hat man folgende Sterblichkeitätafel: 





Alter Lebende, Verftorbene. 





mw UN = © 





welche mit der obigen übereinftimmen muff, und von n welcher ganz 
felbe gilt. 
$. 4. Ferner ift noch zu bemerken, baff die an ſich unrid 

Halley’fhe Methode die Sterblichkeitötafeln nach den Sterbeliſter 
verfertigen, auf befondere Klaffen von Menfchen, 3. B. auf Mil 
perfonen, Beamte, Verficherte etc. ganz und gar’ nicht anwendbar 
weil diefe Methode außer der Unveränderlichkeit der Bevölkerung n 
wendig auch eine natürliche, in fih abgefchloffene, alle? 
viduen von den fucceffiven Altern in dem natürlichen, aber in fi 
willkuͤrlich zuſammengeſetzten Verhaͤltniſſe darbietende Bevölkerung 
ausſetzt. So z. B. befinden ſich unter ben bei der Equitable Soc 
Berficherten: 

1494 Serfonen ‚wifihen 10 und 20 Jahr 

8906 0 


⸗ s 2 : 80 * 
33850 ⸗ ⸗ 80 = 40 = 
45429 ⸗ ⸗ 40⸗ 50 = 
36489 2 ⸗ 50 = 60 = 
19042 ⸗ ⸗ 60 : 70 =: 
6454 = über 70 Sahr. 
151754 


und wenn dieſe Perfonen ald eine Bevoͤlkerung betrachtet werben 
- len, fo .wäre dieſelbe wefentlih von einer natürlichen Bevölkerung 
ſchieden, weil bei diefer die Anzahl der Lebenden bei ben ſucceſſiven 
bern Altern immer Heiner werben mufl. 
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Nach der Bedeutung ber Iten Kolumne der Halley’fchen Sterb⸗ 
20 ei 4 ++ 
Stafel ift Die mittlere Lebensdauer — at 2120,78 + 80,tJag- tät... 


> eyteta,ta, +a,t0, 4... ... 
__ ganze Bevölferung „ __ ganze Bevoͤlkerung F 
jaͤhrl. Geborene 27 jaͤhrl. Geſtorbene — 7, weil bei eis 


ationaren Bevölkerung die Anzahl der jährlich ‚Seftorbenen der 
I der jährlich Geborenen gleich iſt; folglich erhaͤt man fuͤr die 
mittlere Lebensdauer, wie fie ſich ergäbe, wenn man die «, 
:borenen ihr ganzes Leben hindurd) beobachtete, und fo bie 
in @,, Ag, Ag, ... der am Ende des Iſten, 2ten, Sten, 
Sahres davon noch Lebenden beſtimmte, offenbar einen unrichtigen 
). . 
‚5. : Da die Bevölkerungen der meiften Länder Europas zuneh⸗ 
fo hat Euler angenommen, diefe Zunahme gefchehe nach einer 
netrifhen Progreffion, fo daff, wenn die Bevölkerung in 
gewiffen Sahre = A ift, diefelbe in dem folgenden Jahre = Ae, 
ritten Sahre =Ae?,... ſei. Man erbielte alfo bie Erponenten’ 
enn man bie Voltsmenge in einem Jahre durch die in dem vor⸗ 
henden Jahre dividirte. Nun läfft fich aber leicht zeigen, daſſ, 
dad Verhältniff der Geborenen in zwei auf einander folgen- 
jahren =e ift, dann auch fowohl dad Verhältniff der ganzen 
dlferung, als dad der Geftorbenen in zwei auf einander 
iden Jahren —e ift. 
Die Euler’fche. Vorausſetzung findet aber offenbar in der Natur 
ftatt; denn die in einem beftimmten Sahre Geborenen zeugen nicht 
in dem folgenden Jahre wieder Kinder, etwa wie die Binfen eis 
Kapitald in dem nächften Jahre, zu dem Kapitale gefchlagen, wies 
Zinfen bringen, und wir wollen und daher bei der Euler’fchen 
yode nicht länger aufhalten, fondern zugleich zu der wahren Methode 
'onftruction einer Mortalitätstafel für eine beliebig veränderliche Be⸗ 
tung, wie fie in der Wirklichkeit ftattfindet, übergehen. 
J. 6. Nach der frühern Bezeichnung drüden nämlich die Brüche 
a a a 
=pd; Fr =p?, 7p3, .... * — reſp. bie Mahr- 
ilichkeiten aus, daſſ ein Neugeborener ein Alter von 1 Jahr, ein 
riger ein Alter von 2 Jahren, ... allgemein ein mjähriger ein Als 
von (a1) Sahren erreichen wird, Bon IN Neugeborenen leben. 
am Ende des Iften Jahres noch N pl, am Ende des 2ten Jahres 
Np,p?, am Ende des 3ten Jahres noch N pi p?pz, ... und all⸗ 
ein am Ende des (n+1)ten Jahres noch Npbptp u Pn 
that demnach folgende Mortalitätstafel: 
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Diefe Methode zur wirklichen Berechnung einer Mortatitätstafi 
gewährt den Vortheil, daſſ man die ganze Arbeit in mehrere Abthei 


— — 
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ungen theilen kann, indem man bie Sterblichkeitsgeſetze für mehrere 
Gruppen von Lebendaltern einzeln beflimmt. 

Nach der ‚vorhergehenden Mortalitätötafel wird alfo Die mittlere 
Lebensdauer eines Neugeborenen Kindes audgebrudt durch: 


ITP ...- 
=1rpatpotPpotpör - 

192 _ı »_%_ 9 1p2p3—lı 92 0 
weil offenbar OPI=Z Ta, Po-PoPiPi= za, 2, 
*28 ete. iſt, ſo daſſ dieſe mittlere Lebensdauer wieder als die 

0 
matbematifhe Hoffnung erfcheint, welche ein neugeborened Kind 
bat, das Ifte, 2te, Ste,... Sahr zu durdlebenz; denn man fann 
füch Die Wahrfcheinlichkeiten pl, pf, pP, .... alle mit 1 Jahr mul 
tiplicirt denken. Non diefem Werthe der mittiern Lebensdauer muff 
aber nad) dem weiter oben Gefagten 4 abgezogen werden, um ben 
wahren Werth derfelben zu erhalten. Der wahre Werth der mittlern 
Lebenödauer eined neygeborenen Kindes ift alfo: Ä 


3tpo tPo5tPpo rt -- 

Die fernere mittlere Lebensdauer eines mjährigen ift: - 

4, +7, +, te. =P 
und die eine (n-4- 1 )jäkrigen: 

rt Pat Pays 
folglich : 

=44P, (Puut2)- 
Aus dieſer letzten Steihung folgt: 
pP — P n—% 
| * P n-+1 +% ' 

and wenn man folglich eine Tafel der mittlern Lebensdauern hat, fo 
fann man daraus cine Mortalitätstafel ableiten, ‚weil der letzte Aus⸗ 
druck fucceffive die Werthe von pl, pt, .... und folglid die An- 
zahlen der von irgend einer Anzahl Neugeborenen am Ende ded 1ften, 


Sen, Sten, .... Jahres noch Lebenden gibt. 
Die fernere wahrfheinlihe Lebensdauer beträgt nad) 


dem weiter oben Gefagten für ein neugeborenes Kind n Jahre, wa 
pip2p8 ...- Pr_,=3 ift, für ein Ijaͤhriges Kind m Jahre, went 
pt.p3.pi --.-- Pl ift, und allgemein für ein Sjaͤhriges 
Jahre, wenn perl pi pi .... iſt. 

8. 6. Wir wollen nun noch dad Verfahren mittheilen, wie Mo 
fer*) aus den Liften der Verficherungsanftalten die. Sterblichkeitögefege 


oder die Werthe von pP", beſonders für das hohe Alter, ableitet. 


Aus den Liften ſolcher Inftitute entnimmt man die in jedem Jahr 
Aufgenommenen (a, b, c,...), die in jedem Jahre Berftorbene 
(&, 6, Y, ...) dem Alter nah; die Aufgabe ift nun, aus bie 
Datis die Sterblichkeit in den verfchiedenen Altern zu finden. 

Wir fehen voraus, daff man aus den Liſten eine gewiffe Anzah 
von Jahren oder Zahrgängen heraushebt, und daſſ man bei der Be 
nutzung der Liſten forgfältig die Jahrgänge unterfcheide, worauf hie 
alles ankommt; daff man alfo nicht blos wiſſe, es feien überhaup 
binnen 10 Jahren fo. und fo viele Zöjährige 3. 3. aufgenommen wor 
den und geftorben, fondern daſſ man diefe Zahlen für jedes der 14 
Fahre einzeln notirt habe. 

Es feien demgemäß aufgenommen: 

2ojährige im Iften Jahre a,, im 2ten a, , im tn a,, u. ſ. w. 
2 


# 2 2 8 


⸗ * Hg ? °® 11 ⸗ 21 
22 = ⸗ ⸗  Cgır * = Cyı = = Cu, ° 
23 5 5 5 0’ 2⸗ ⸗ d, 2 ⸗ d., ⸗ 
u. ſ. w. 


wobei wir vorausſetzen, daſſ 20 Jahre das niedrigſte Alter der Aufnahme fd 
Ferner feien geftorben:” 
20jährige im Iften Jahre &,, im 2ten @, , im 3ten a,, u. ſ. w. 


21 = ⸗ ⸗ ⸗ 60 2... ß, ⸗ ⸗ 8. ⸗ 

23 = 2 ⸗ = Yo ⸗ : Yı ⸗ = Ya 3 

323 s gs 3 s 0: : 2. 9 2 2 Ö, ⸗ 
u. ſ. mw.’ 


Somit gab es überhaupt 20jaͤhrige a, ta, ta, + ..., # 
von ftarben von 20 bid 21 Jahr a, te, La,t+. . Alfo N Di 
Wahrſcheinlichkeit eined 20jaͤhrigen, 21 Jahr alt zu werben oder — 
(0, —0,)+ (a, — a)+ + (a — —a,) 0)... 
a ta, t+0,+.. ... 





») Die Geſetze der Eebenöbauer, Berlin 1889. 
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Was nun bie Zahl der 2ljährigen anbetrifft, fo fest fie ſich zu⸗ 
fmmen 1) aus ber Zahl ber Aufgenommenen 5,5, +b,-+ ... 
Maus den 2Ojährigen, welche fucceffive 21 Jahr alt wurden, und 
deren Anzahl beträgt (a, — a ,)-+ (@} ypHanedT . Die 
Zahl der Zujährigen beträgt folglih P6 +, + - +0, —e,) 


 +a,—-a,) ta, —e,)+ ..., unp da hiervon im 22ften Sahre 
861 B82 +... farben, fo ift die Wahrfcheinlichkeit eines 21jäh- 


tun, 22 Jahr alt zu werben, oder 

a _ ee) tla ae )t too) tldı —f Zelt 
Rum (o— 0) -+ta, —0,)+ .. ‚+b+b,+b,4 +... 

Auf diefelbe Weiſe ergibt fich: 


28 — 


Ps 
ea Ze) Are Hamıt 
(a) Ha, a)... + bo B)tbı PB) tr + tet tet... 
u. f. w. 


Das Geſetz, nach welchem diefe Wahrfcheinlichleiten gebildet wer⸗ 

















| den, geht aus diefen MWerthen hervor. Es handelt ſich dabei offenbar- 


nur darum, den Zähler zu finden; der Nenner ergibt fih aus dem Zaͤh⸗ 
ler, wenn man bie Zahl der in dem betrachteten Lebensalter Sterben- 
den fortläft. So erhält man 3. 3. in P3ı die Nenner, wenn man 
im Zähler By, By, Par... wegläfft; in dem Zähler von p23 laͤſſt 
man zu dem Ende Yy, Yı, Yar - „. berausfallen. 

Mad aber die Bildung des Zählerd anbetrifft, fo wird man Fol⸗ 
gendes nicht überfehen. Nehmen wir an, man benuße nur vier Sahrs 
Hänge des Inftituts, fo gibt ed auch nur vier Werthe von den =, den 

ve... ben a,ß, u. f. w., von denen Übrigens viele SO fein koͤn⸗ 
nen. Nun ift ed einleuchtend, daſſ die @,, welche im vierten Jahre 
Aufgenommen wurden und 20 Sahr alt waren, die Zahl der Z1jährigen 
Noch vermehren, dagegen feinen Einfluff mehr auf die 22jährigen und 
Noch weniger auf die Altern üben werden; ebenfo find dann: 


die a, 2Ojährigen noch auf die 22jährigen 
die a, = ⸗ = = 23 = 
bie a) s ⸗ ⸗ 24 = 
don Einfluff. Daher würde unter diefen Umftänden 
. pi!i= (a, —a,)+(a, —e)+ (0, — 02) + (es — 08 +(e a.) 
30 ea, ta, to, 


“ 


Pa = 
(a,—ao)-Hla, -0,)}a,—a,)+(b, Pt: —P)+b2 2b) 
(0 - Ha,—er)a2—ez)tbotbıtb2t bs 


Hier fat in p2T ſowohl a,, ald @, heraus; bei dem folgenben 
p2> würde nicht allein @, und @,, fondern nun auch b, und ß, 
fortgelafjen werben müffen. Daraus ergibt fi) die Regel für die Bil 
dung des Zaͤhlers, welche ftattfindet, die Zahl der benugten Jahrgänge 
mag fo oder fo groß fein. Jeder ‚neue Zähler erhält Differenzen mit 
einem neuen Buchftaben (3. B. p2T Differenzen mit dem Buchflaben 
b und ß), und dafür fält von jebem bereitd vorhandenen Bude 
ben eine Differenz fort [3. B. in >27 die Differenz (ag—ag —9 

Es hat ſomit keine Schwierigkeit, die Größen pꝛ, p2?, piı 
... in Buchftaben anzugeben; was aber die Rechnung mit Zahlen an 
betrifft, fo wird fie durch folgendes Verfahren mit großer Leichtigfeit 
auszuführen fein. 

1) Man bilde die Differenzen a, — ag, A, — 4, Ag Ay: 
und bezeichne fie mit A, Aꝛ, Agı » . »; ebenfo nenne man die Diffe 
renzen 5, — Bo, dı —Pı nee Bar Bora. Hat manz B. 30 
Jahrgänge gewählt, fo erhält man 30 folcher Werthe A bis As R 
bis Bao, C 5i8 Cor u ff. Nimmt das Inftitut nur bis zum Hofes 
Jahre auf, fo gibt ed unter den Aufgenommenen keine, welt 
51 und darüber alt wären; nur Todte diefes Alters gibt ed 9, % 
u. f. w. Bieht man diefe Todten von den Aufgenommenen ab, fo wer 
ven fie negativ, da feine Aufgenommenen vorhanden find; ald negative 
Größen muff man fie auch in die folgende Rechnung einführen. Daf 
felbe kann übrigens auch bei allen übrigen Altern vorfommen. Es kam 
3. B. a, oder die Zahl der im 2ten Jahre aufgenommenen 20jaͤhr⸗ 
gen gleich Nul fein. Sterben im 2ten Sahre zwifchen dem 20ften 
und 21ften Jahre &,, dann ift @, — == ‚ und muſſ auch ſo 
zur Berechnung gebraucht werden. 

2) Man bilde folgendes Schema: 


A|A 

A,|AdA+4, 

A4A,\A+A, +4; 

4,1474 r4+4% 
u. ſ. w., 


indem man die Werthe von A, Ay, Agı ... unter einander för 
und fie von oben her fuccefjive addirt. Dabei kann man A 4, mi 
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bezeichnen, indem die Zahl 2 über A angibt, daſſ zwei folder 
lerthe abbirt worden find. AA, A, kann man mit. AB bes 
ihnen m. ſ. f. bis 48°, 
Ebenfo verfahre man mit den B, C, D,... und bilde bie 
ummen B2, B3, B4,... (2,C?, 4, ...D2, D3, D4,... 
3) Die auf foldhe Weiſe erhaltenen Werthe schreibe man in fol: 
der Ordnung: 


43 0 429 A283 427 426 425 ir. 
| Bs0 | Bes | Bes | Ber | Bee | „... 
630 c29 (28 627 .... 

130 D22 | .D?S | .... 

Es | Er |.... 


Der horizontalen Reihen giebt es hier fo viele, ald es Lebensjahre 
ı dem 20Often ab gibt. Allein auch die Zahl der verticalen Reihen 
nicht größer. Denn nehmen wir dad Ende des Lebens bei 96 Jah⸗ 
an, und die Zahl der benugten Jahrgaͤnge =30, fo ift ed Har, 
Tvon den YOjährigen nur das eine Glied Z39 vorhanden ift, aber 
bt 229, 228 u. f. w. In der That kämen 729, 228, 
et dnnn vor, wenn die Hojährigen 91, 92, ... Jahre alt würden, 
Iche8 gegen die Vorausſetzung iſt. Ebenfo kommen von den BYjährigen 
r die beiden Größen Y30, 29, aber nicht die mit einem gerin= 
n Inder vor. Und fo aufwärts bid zu den Gljährigen,, von denen 
ft alle SO Werthe gebraucht werden. Daher gibt es dann ber ver: 
alen Reihen eben fo viele, ald ed Buchftaben A, B, C,.... ober 
vensalter uͤber 20 Sahre hinaus gibt; außerdem fi eht man, daſſ in 
er folchen verticalen Reihe nie mehr ald höchftend 30 Ziffern unter 
ander zu ftehen fommen. 

Bei der Berehnung hat man übrigens auf das eben Gefagte 
bt weniger zu achten; benn felbft wenn man die Werthe Z3°, Z28, 

‚728, Y27,...u.f.w., bie bier nicht gebraucht werden , binge- 
rieben haben folite, fo find fie, wie man gleich fehen wird, unfchädlich. 

4) Man addire die Verticalreihen, fo gibt ihre Summe die Zaͤh⸗ 
r von D2or Par, P32 u. ſ. mw. der Reihe nad. Die Summe F 
tm Verticalreihe oder 430 gibt z. B. den Zaͤhler von p?!, d 
z(a,—a,)tla, -e,)tla, —e,)+ ... iſt. Die An- 
I der p wird bebingt durch das hoͤchſte Lebensalter; iſt daſſelbe z. B. 
Jahre, fo gibt es 70 ſolcher Werthe p, und daher ſchadet es nicht, 
nn man in bad vorige Schema die Groͤßen 229, Z23 u. ſ. w 


racht hat. 
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5) Um nun auch die Nenner zu haben, abdire man zu bes 
Zählen die Zahl der Todten nad) ben verfchiedenen Altern, alſo z 
A439 die Zahl «a, te, ...3 zu der Summe der zweiten. 
Verticalreihe (423 1 Bs0) die Zahl 5, +Pı, tft ...5 ade. 
Summe der ten Berticalreihe die Zahl yo -FYı+Y 2.+ ... 4 Rn. 

Die fo erhaltenen Werthe find die Nenner von pi! ‚par, pin - 
... und daher find dann diefe Größen felbft befannt und "die Operation | 
beendet. 

Aus den Wahrfcheinlichkeiten Tann man auf bie zu Anfang des 
F. 5 angegebene Weife die Kolumne der Lebenden berechnen, wie fie in 
der Mortalitätötafel üblich ift. 

Nach einem Ueberfchlage halte ich mich überzeugt, daſſ die ganze 
Rechnung nad diefer Anorbnung .in fehr kurzer Zeit zu machen fein 
wird, voraudgeleßt, dal die Menge der Aufgenommenen und Verſtor⸗ 
benen den Liften bereitd entnommen iſt. Ueber diefe leßtern find for 
gende Bemerkungen zu machen. Die Rechnung feßt voraus, daſſ alt 
Berftorbenen auch zu den Aufgenommenen gehören, und dieſe Bedir 
gung ift dann von felbft erfüllt, wenn man die Liften einer Geſellſchaſt 
von ihrer Gründung an benußt. Kann man diefed nicht, wendet man ' 
vielmehr die Beobachtungen von irgend einem Jahre nady der Stiftung 
des Snftitutes an, fo muff man die vorher Aufgenommenen, fo vid 
ihrer noch am Leben find, je nad) dem höhern Alter, das fie num 
mehr erreicht haben, in Rechnung bringen, indem man fie wie neues 
dings, aber in diefem höhern Alter Aufgenommene anfieht. 

Ein zweiter zu berüdfichtigender Punkt ift, daſſ aus folchen Ges 
felfchaften mehrere ausfcheiden werden, über deren Zodesjahr man nichts 
erfährt. Mit der Kategorie diefer Individuen verfährt man fo, bafl 
man fie entweder ganz aus der Rechnung läfft, und fie alfo auch von 
den Aufgenommenen ausfchließt, oder man benutzt die- Zahre, welche 
fie mit dem Inftitut verbunden gewefen find, auf folgende Art. Aus 
den Liften entnimmt man die Zahl diefer Perfonen, dem Alter und 
Jahrgang nah, in welchem fie ausſchieden, und zieht fie von bet 
in demfelben Alter und demfelben Jahrgang Aufgenommenen ab. Wit 
den Uebrigbleibenden verfährt man dann weiter, wie mit den Aufge⸗ 
nommenen vorher. 

Inzwiſchen, wenn man bie Ausfcheidenden folcher Art in Rechnung 
bringt, fo bat man voraudgefeßt, daſſ fie fich ftetd zu Anfang des 
betreffenden Jahres von dem Inſtitute trennten. Dies iſt in der Birk 
lichkeit nicht der Fall, vielmehr fcheiden fie im Laufe des Jahres an 
Es mögen z. B. in Summe 600 Perfonen zu Anfang des Alters 30 
vorhanden fein, und davon in Summe 28 auöfcheiden; fo nimmt uw 
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findet, fo hat man folgende Sterblichkeitstafel: 


Alter. Lebende, Verftorbene. 





BU N ms © 





welche mit der obigen übereinftimmen muſſ, und von welcher gan, dar 
felbe gilt. 

$. 4. Zerner ift noch zu bemerken, daff die an fich unrihtige 
Halley’ihe Methode die Sterblichkeitötafeln nach den Sterbeliften p 
verfertigen, auf befondere Klaffen von Menfchen, z. B. auf Militär 
perfonen, Beamte, VBerficherte etc. ganz und gar nicht anwendbar ifl, 
weil diefe Methode außer der Unveränderlichleit der Bevölkerung noth⸗ 
wendig auch eine natürliche, in fih abgefchloffene, alle Indi⸗ 
viduen von den fucceffiven Altern in dem natürlichen, aber in keinem 
willkuͤrlich zuſammengeſetzten Werhältniffe darbietende Bevölkerung vor 
ausſetzt. So z. B. befinden ſich unter den bei der Equitable Sociej 
Berficherten: 


1494 Serfonen wiſchen 10 und 20 Jahr 
6 20 


899 ⸗ ⸗ : 80 = 
53850 ⸗ ⸗ 80 =: 40 = 
45129 ⸗ ⸗ 40 =: 50 = 
36189 ⸗ = 50 =: 60 = 
19042 ⸗ — 60 =: 70 = 

6454 s über 70 Sahr. 

151754 


und wenn dieſe Perfonen ald eine Bevölkerung betrachtet werben ſol⸗ 
len, fo wäre dieſelbe weſentlich von einer natuͤrlichen Bevoͤlkerung ver 
ſchieden, weil bei dieſer die Anzahl der Lebenden bei den ſucceſſiven bis 
bern Altern immer Heiner werben mufl. 
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Nach der Bedeutung der ten Kolumne der Halley’fchen Sterb: 


chkeitstafel ift die mittlere Lebensdauer — set 2a tele, töasch... 
. ots tete, ta,+.. .. 
_ 1. ganze Bevölkerung  _ ganze Bevditerung bei ei— 

2* jaͤhrl. Geborene 37 jährl. Seftorbene —L, weil bei eis 
er flationären Bevölkerung bie Anzahl der jährlich ‚Seftorbenen der 
mahl der jährlich Geborenen gleich iſt; folglich erhaͤt man fuͤr die 
ahre mittlere Lebensdauer, wie fie ſich ergaͤbe, wenn man die «@, 
eugeborenen ihr ganzes Leben hindurd) beobachtete, , und fo die 
mzahlen @,, @,, Ag, ... der am Ende bed Iften, 2ten, sten, 

.. Sahres Davon noch Lebenden beſtimmte, offenbar einen unrichtigen 
dert, 

§. 5. - Da die Beoötkerungen der meiften Länder Europas zuneh⸗ 
in, fo bat Euler angenommen, dieſe Zunahme geſchehe nach einer 
eometrifhen Progreffion, fo daff, wenn die Bevölkerung in 
nem gewiffen Jahre = A ift, diefelbe in dem folgenden Jahre = Ae, 
n dritten Sahre =Ae?,... fei. Man erbielte alfo die Erponenten’ 
, wenn ‘man bie Voltsmenge in einem Jahre durch die in dem vor⸗ 
erschenden Jahre dividirte. Nun läfft fich aber leicht zeigen, daſſ, 
venn dad Verhältniff der Geborenen in zwei auf einander folgen: 
en Jahren —e ift, dann auch fowohl dad Verhältniff ver ganzen 
Bevölferung, als das der Geftorbenen in zwei auf einander 
genden Zahren —e ift. 

Die Euler’fche. Boraudfehung findet aber offenbar in der Natur 
iht ſtatt; denn die in einem beftimmten Sahre Geborenen zeugen nicht 
bon in dem folgenden Jahre wieder Kinder, etwa wie die Binfen ei- 
ed Kapitald in dem nächften Sahre, zu dem Kapitale gefchlagen, wie⸗ 
er Zinfen bringen, und wir wollen und daher bei der Euler’fchen 
Nethode nicht länger aufhalten, fondern zugleich zu der wahren Methode 
er Eonftruction einer Mortalitätötafel für eine beliebig veränderliche Be⸗ 
okerung, wie fie in der Wirklichkeit ftattfindet, übergeben. 

8. 6. Nach der frühern Bezeichnung drüden nämlich die Brüche 

a a a 

-=pl, 2 =p?, = =p}, .... Fon = pP reſp. die Wahr 
heinlichkeiten aus, daff ein Neugeborener ein Alter von 1 Jahr, ein 
jähriger ein Alter von 2 Sahren, ... allgemein ein mjähriger ein Als 
r von m-+-1) Jahren erreihen wird, Bon IN Neugeborenen leben. 
fo am Ende des Iften Jahres noch N pl‘, am Ende bed 2ten Sahres 
och Np,pi, am Ende des Iten Jahres noch N, PoPi Pa ... und all: 
mein am Ende des (n+1)ten Jahres noch N pp} DE. nn PN, 
tan hat demnach folgende Mortalitätstafel: 
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Menn man bie Formel aVz zur Beftimmung ber Anzahl der 
in den erfien 24 Stunden ihres Lebens fterbenden Kinder anwendet, 


alfo a/ I- str febt, fo findet man, daſſ die Anzahl der in diefem Ab 
ter VBerftorbenen der durch Beobachtung gefundenen Anzahl der Todt⸗ 
geborenen faſt gleich iſ. Bei der Vergleichung der aus der For 
mel abgeleiteten und der durch Beobachtung erhaltenen Reſultate muͤſ— 
fen aber, wenn zwifchen beiden Uebereinftimmung ftattfinden fol, bie 
Todtgeborenen fowohl mit zu den Geborenen, ald zu den im erſten 
Zahre Verftorbenen gezählt werden, und wenn dieſes gefchieht, fo er 
gibt fih, daſſ bis zum SOften Jahre die aus der Formel abgeleiteten 
Refultate mit den durch Beobachtung erhaltenen fo gut übereinflimmen, 
als fich bei der fortwährenden Weränderung der Bevölkerung nur m 
warten lafft. | 

Wenn man die Zahlen der Lebenden in dem erſten Viertehjahre 
und in den fpätern . Altern graphifch darftelt, alfo eine fogenannte 
Lebenscurve conftruirt; fo fieht man, daff e8 daſſelbe Geſetz it 
vermöge deſſen in der erften Beit nach der Geburt eine fo große Aw’ 
zahl Kinder und fpäter verhältniffmäßig viel weniger Perfonen flerben 
und folglich rührt die große Sterblichkeit der Kinder von keinen zufk 
ligen Urfachen her, fondern ift dem allgemeinen Sterblichkeitegeſcte 1 gr 
maͤß. 


Wie wir vorhin geſehen haben, iſt der Ausdruck aVz für die 
4 


Anzahl der Geftorbenen, oder 1—-aV x für die der Lebenden nur bi - 
zum 30ſten Sahre anwendbar, und für die höhern Lebensalter gift 
Mofer feiner Formel folgende Geftalt: 


4 4 4 
—  0,7125.%-— 0,1570 
1—02VY ı —- 9 — -— VY al", 
’ 105 v 108 ⸗ 


Durch Vergleichung der aus dieſer Formel abgeleiteten Anzahla 
der Lebenden in den fucceffiven Altern von 20 bis 80 Jahren mit den 
von Brune aus den Erfahrungen der allgemeinen Bittwenverforgung® 
anftalt zu Berlin erhält man folgendes Schema: 
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ıgen theilen kann, indem man. bie Sterblichkeitsgeſetze für mehrere 
ruppen von Lebendaltern einzeln beflimmt. 

Nach der ‚vorhergehenden Mortalitätstafel wird alfo bie mittlere 
hensdauer eined Neugeborenen Kindes ausgedruͤckt durch: : 


po tpopitpoPptp2tPoPTPzPE ... 
=17potpstpo tPpör :- 
In “a_®_ 9 ip2pa—Fı Ge 9 
it offenbar PPiITZ a m =pg, PaPiP2= ——— 
*yp8, etc. iſt, fo daſſ dieſe mittlere Lebensdauer wieder als bie 
| 
athematiſche Hoffnung erfcheint, welche ein neugeborenes Kind 
t, das 1fte, 2te, 3te,... Sahr zu durchleben; denn man fann 
) die Wahrfcheinlichkeiten pl, p%, p3, .... alle mit 1 Sahr mul 
licirt denken. Bon diefem Werthe ber mittiern Lebensdauer muſſ. 
er nad dem weiter oben Geſagten J abgezogen werden, um ben 
Ihren Werth derfelben zu erhalten. Der wahre Werth der mittlern 
benödauer eines neugeborenen Kindes iſt alſo: | 


4+pl +p3+Pp5+ ..--- 


e.fernere mittlere Lebensdauer eines mjährigen iſt: 


tt +... =P 


n [4 
d die eined (nt 1)jähkrigen: 
—— Tante =Pn 
glich: 
=34(PutB)- 
r diefer legten Steihung folgt: 
pP — Pr — 1 
* Paz +} ' 


d wenn man folglich eine Tafel der mittleren Lebensdauern hat, fo 
m man daraus cine Mortalitätstafel ableiten, ‚weil der lebte Aus- 
ck fucceffive die Werthe von pl, pt, .... und folglich bie An: 
len der von irgend einer Anzahl Neugeborenen am Ende bed 1ften, 
n, Sten, .... Jahres noch Lebenden gibt. 

Die fernere wahrſcheinliche Lebensdauer beträgt nad 


fhluff des Lebens naturgemäß ift, weil das hoͤchſte After bei 1 
wöhnlichen Angaben abfichtlich übertrieben wird. Gleichwohl iſt 
felbft nicht geneigt, Teine Formel auch für die legten Jahre des 
gelten zu laſſen; denn nad allen biöherigen Mortalitätötafeln 
die Anzahl der jährlich Sterbenden, nachdem fie bid zu einem g 
Sabre im hohen Alter zugenommen hat, wieder ab, und 


im 6Hften Jahre nad Suͤßmilch, 


: 78 = = = Kerfeboom, 

:» 3 = = - DWargentin, 

: 75 = ⸗ s Deparcieun - 
- 70 = ⸗ = Brune (Männer), 
: 73 = ⸗ ⸗ Brune (Frauen), 


wogegen die Moſerſche Formel dieſe Erſcheinung nicht repı 
weil nach ihr die Anzahl der jaͤhrlich Sterbenden bis zum hoͤch 
ter fortwährend zunimmt. 


Da bi8 zum 30ſten Sahre die beiden erften Glieder 1— 
und bis zum GOften Jahre die vier erften lieber: 
_ 4__ A _ 
1—aV z<—bV 7° —.cV «17 

ber Formel zur Darftelung der Beobachtungsrefultate genuͤgen, 
es Mofer für fehr wahrfcheinlih, daſſ die vollſtaͤndige 
für die Anzahl der Lebenden in den fuccefiiven Altern eine 
liche Reihe fei, deren fpätere Cocfficienten fich aber fchwerli 
Beobachtungen beftimmen laffen. Mofer felbft druckt fich hier 
gendbermaßen aus: 

2Es hat nach meiner Anficht ein untergeordneted Intere 
hoͤchſte Alteräftadium noch genau durch die Formel darzuftellen;z 
tiger fcheint ed, darüber zur Gewiffheit zu gelangen, ob ‘der 
Ausdrud eine unendlihe Reihe fei, bei welcher Gelege: 
die Frage entfcheiden liche, ob dem Leben bei einem gewif 
eine Grenze geftect fei, und ob die hohen Lebensalter von 15 
Sahren, welche Einzelne erreicht haben, nach der Natur de 
für erreichbar zu halten find, etc. Diefe Fragen werden ki— 
ſchnitten, und nichts weniger, ald erledigt, wenn man durdy e 
nige Glieder blo8 eine Uebereinftimmung der Formel mit den 
tungen in den höchften Altern beabfichtigte, welche an fich fe 
ſentlich iſt.« 
| »Die höchfte Altersktaffe muff man baber wohl für jest 

beruhen laflen; dem theoretifhen Intereſſe zu genügen, find 





- Mittlere Lebeuspanen 


Alter. Formel Brune. | Finlaifon. | Deparcieng. 








15 42,01 40,65 41,8 
20 39,25 38,75 - 38,4 
30 83,05 83,15 - 33,2 
40 26,44 26,70 27,0 
50 19,86 19,83 20,3 
60 13,57 13,28 14,4 
70 7,66 8,11 9,2 


Eine nad) der Moferfchen Formel berechnete Sterblichkeitötafel, fowie 
einige andere der beften Mortalitätötafeln befinden fi am Ende des Werke. 


Zufammengefekte Tebenswahrfcheinlichkeiten. | 

$. 8. Wenn nun eine beliebige Anzahl Perfonen A, B, C,... 
gegeben find, fo wollen wir die Anzahlen von Perfonen, welche nah 
irgend einer Mortalitätötafel die refp. Alter jener erreichen, mit @, b, c, 

.. bezeichnen. Die Perfonen, welche refp. um n Jahre älter find, 
ae A, B,C,..., wollen wir mit "4A, rnB,”C,... un v 
Anzahlen derer, welche refp. bie Xiter ber leßtern erreichen, mit 
na, nb, nq,. bezeichnen. Endlich wollen wir die Perfonen, welche 
tefp. um n Sabre jünger find, als A, B, C,..., mit nA, aB, nCı 

.. und die Anzahl von Perfonen, welche nach ber betrachteten Sterb⸗ 
lichkeitötafel in ihren refp. Altern noch leben, mit n@, nd, nC,..- 
bezeichnen. 

Die Wahrfheinlihkeit, daſſ eine gegebene Perfon 
Anodn Sabre lebt, läfft fich leicht beflimmen; denn die Anzahl 
von Perfonen , welche nach der betrachteten Sterblichkeitätafel das Alter 
der Perfon A erreichen, ſei =a und die der Perfonen, welde ein 
um n Sahre höheres Alter erreihen, —=”?a, fo ift die gefuchte Wahre 


ſcheinlichkeit offenbar =. 

Dagegen ift die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die Perfon A innerhalb 
der betrachteten n Sahre ftirbt, =1-— 

Wenn zwei Perfonen A und B gegeben find, ſo iſt die Bahr 


fcheinlichkeit, daſſ beide bie betrachteten 7» Jahre überleben, = 
— 








ab 


2 . 
Für drei Perfonen A, B, C ift die Wahrſcheinlichkeit, daſſ fie alle drei 


. a'lın ” 1} 
0b n Sabre zuſammen leben, — Era en, und für eine 


belichige Anzahl von Perfonen d,B,C,D,... ift endlich die Wahr: 


RZNHAEN], 
ſcheinlichkeit, daſſ fie noch Jahre zuſammen leben, — 
_"abcd...) abcd... 











abcd... ° 
Dagegen ift die Wahrfcheinlichleit, daſſ innerhalb der » Jahre eine 
oder mehrere der betrachteten Perjonen A, B, C,... fterben, oder daff die 
"abcd...) 
abcd.. °. 
R(abc) 
abc’ 


Berbinbung biefer Perfonen aufgelöft wird, =1 — 





Sir drei Derfonen A, B, C if Biete Wahrfcheinlihlet =1— 
"(ab 








ab 

Ebenſo iſt die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die Perſon A noch u Jahre, 
de Perſon B noch 9 Jahre, die Perſon C noch x Jahre, die Perſon 
Dnody ꝙ Jahre, etc. lebt, und zwar, daſſ alle dieſe Ereigniſſe zus 


Barb"ctd.. 
gleich ſtattfinden, —— und die Wahrſcheinlichkeit, daſſ dieſe 
ATIXd. 
Greigniffe nicht ale zugleich ſtattfinden, =1 — u 
Ng n5 " 
Wir wollen ——=a,, — = Dar — = ty, etc. und allgemein 
“(ab ... 
Pr abe. 2 Teben, fo daff die Wahrſcheinlichkeiten, daſſ bie 


—*8 B, C, ... noch n Jahre leben, reſp. durch a,, b.c, 
... md die Wahrſcheinllchkeit, daſſ alle dieſe Perſonen zufammeng es 
kommen noch > Jahre leben, durch (a6c.. ), ausgedruͤckt werben. 
Die Wahrſcheinlichkeit, daſſ Feine diefer Perfonen noch > Jahre lebt, 
8 folglich = (1 — a,).(1—b,).(1—c,).. 

Die Wahrfcheinlichkeit, daſſ eine oder mehrere dieſer Perlonen 
oh n Jahre leben, wird alfo ausgedruͤckkt durch 1 —(1—a,). 
1—65.).(1— c,)... Für eine Perfon A ift diefe Wahrfcheinlich- 
it =a,; für zwei Perfonen A und B if fie =a,+d,— (ab), 
nd für drei Perſonen = a, tb, + cn — (ab), — (a), — (66), 
-(abe),.. 

Daſſ von zwei gegebenen Perfonen A und B nah n Jahren 
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leben todt iſt | dafür ift die Wahrſcheinlichkeit: | 











AB keiner ........... (ab), 
2 A B |a,ı—b)=a,—(ab), 
s|ı B| A |»a-a)=b,—(b, 


Da die erfie Größe (4 6), die Wahrſcheinlichkeit ift, daff 
Derfonen den Zeitraum von nr Zahren überleben, und die Summi 
ber zweiten und beitten Größe, nänlid a, +5, — 2(06), bie? 
ſcheinlichkeit, daſſ nur eine der beiden Perfonen diefen Zeitraum 
lebt und die andere innerhalb deffelben flirbt; fo ift die Summe 
drei Größen, oder 2,46, — (ab), die Wahrſcheinlichkeit, daff 
nigſtens eine der beiden Perfonen ven Zeitraum von n Sahren ubı 


Daff von drei Perfonen A, B und C nad) Verlauf von n J 





(eben ſtodt find dafuͤr ift die Wahrſcheinlichkeit: 
1 —BCO teine.............. ..... . (a 
2|4B| C (ab), .(A—c) = ..... (ab), —(a 
31ACı B (a). 1-0)»: =... (ac), —(a 
4|\BC| A (be), .1-a,).. = ...:. (be), — (a 
5) A| BC la, —b,)(1-e)=a,— (ab), — (ad), He 
| B| AC ,a-aya—e)=bu— (ab, (by, Ha 
‚7|C;| AB \c„(a-—a)(1 —5,)= 0, —(a),— (be), ta 


Die erfte Größe (abc), ift die Wahrſcheinlichkeit, daſſ aflı 
Derfonen A, B, C den beftimmten Zeitpunft überleben, und die Si 
aus ber 2ten, Sten und Aten Wahrfcheinlichkeit. nämlich (ab), +1 
+69, —3(abe), , ift die Wahrfcheinlichkeit, daſſ irgend zmı 
fraglichen Perfonen den Zeitraum von r Jahren ‚überleben und die 
innerhalb deſſelben ftirbt, Wenn man alfo zu der legten Summe di 
Wahrſcheinlichkeit (eb ), adbirt, fo erhält man (ab), (ac), +\ 
— 2(abc), für die Wahrfcheinlichkeit , daſſ menigftend irgend ı 
zwei ber drei Perfonen A, B, C ven Zeitraum von n Jahren über 

Die Summe aus der ten, Gten und Ten der obigen $ 
ſcheinlichkeiten, nämlich a,b, + ec, — 2 (ab), — 2 (uc), — 2 





Daſſ nach n Jahren 


leben | todt find dafuͤr ift die Wehrſcheinlichkeit: 











AB|CDE \(ab),.(1—c,).(1—d,).(1—e,)*) 
AC| BDE \(ac),.(1—b,).(1-d,).(1-e,) 
AD | BCE |(ad),.(1—5,).(1—c,).(1—e,): 
AE| BCD \(ae),.(1—b,).(1-c,).(1—d,) 
ADE |\(be),.(1—a,).(L—d,).(1—e,) 
BD | ACE |(bd),.(1—a,).(1—c,).(1—e,) 
BE | ACD |(be),.(1—a,).(1—c,).(1—d,) 
CD | ABE \(ed),.(1—a,).1—b,).(1—e,) 
CE | ABD \ce),.(1—a,).(1—b,).(1—d,) 
10 | DE| ABC \(de),.(1—a,).(1—b,).(L—c,). 


Da in diefem, und überhaupt in allen Wahrfcheinlichkeitsausdruden 
die Anzahl der zweitheiligen Factoren =u und das erfte Glied eine 
jeden =1 ift, fo muff dad entwidelte Product derfelben in jeder Par 
tialmahrfcheinlichfeit Die Einheit zum erften Gliede haben, worauf die 
u einzelnen, in den zweitheiligen Factoren vorkommenden Buchſtaben, 
dann alle möglichen Combinationen aus je zwei der u Buchftaben, hier 
auf alle möglichen Combinationen aus je drei berfelben, u. f. f. bis zu 
der einen Gombination, worin alle die 1 Buchftaben vorfommen, fol 
gen. Da ferner die Buchftaben in den zweitheiligen Factoren alle da! 
Zeihen — haben, fo muſſ jedes Product aus einer ungeraden Anzaf 
derfelben auch dad Zeichen — haben, und jedes Product aus einer ge 
raden Anzahl von Factoren dad Zeichen +5 und ferner ift einleuchtent 
daff die pofitive Einheit das erfte Glied jedes diefer Producte ift, wor 
aus erhellet, welche Glieder der obigen Partialmahrfcheinlichkeiten pe 
fitio oder negativ fein müffen. Da nun die Einheit das erſte Glie 
des Producted der zweitheiligen Zactoren jeder Partialmahrfcheinlichkei 
ift, fo ift Har, dajl die erfte Ordnung der Combinationen nur ein 
mal vorkommt, und da die Anzahl der zweithriligen Kactoren i 
dem Ausdrude jeder Jartialwahrfcheinlichfeit —u ift, fo ift die Ar 
zahl der einzelnen Buchflaben in ihrem Producte auch — und fold 
lich ift die Anzahl der Combinationen von m +1 Buchftaben in jede 
Partialmahrfcheinlichkeit = u. Aber die Anzahl der Partialwahrſchein 


ea mw - 
d 
O 





) =(ab)„[1 0, — dn— Een ttedntle)„at (de) — (cde)n] 
— (ab), — (abc), — (abd)„— (abe)na+(abed)„-t(abre), + 
(abde),„—(abcde),: wi. f. 
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keiten. iſt = K und folglich die Gefammtzahl der Sombinationen von 
n+-1) Buchftaben in dem Ausdrude der Totalwahrſcheinlichkeit =uK. 
je Sefammtzahl der verfhiedenen Gombinationen von m 4-1 
uchflaben oder Elementen, weldhe man aus zn--u Elementen bilden 


-K ‚ woraus folgt, daſſ die Combinatios 


m der zweiten Ordnung zn 4 I mal vorfommen; denn offenbar kom⸗ 
en die verfchiedenen Gombinationen derfelben Ordnung gleich viele 
tale vor. 
Da die Anzahl der Combinationen, jebe aus zwei Elementen: von 
e (u — 
1. 





nn, beträgt aber nur — [ 


„A ift, fo ift die Anzahl der Combinationen, jede 
n u+2 Buchflaben in dem Ausdrude der Zotalwahrfcheinlichkeit 
nd r 1) K; aber die Anzahl der verfchiedenen Combinationen, 
e von n--2 Giementen, welche fih aus mu Elementen bilden 


lien, iſt nur = 


Elementen, — 





T—K „ und folglich kommen die Combis 
———— 


Allgemein, wenn » irgend cine "wilden 1 und u+2 liegende 
nze Zahl ift, fo wird die Anzahl der Gombinationen, jede von v—1 
ementen, welche fi aus u Elementen bilden laffen, ausgebrüdt durch: 

#(#—1)(#— 2) (e— 8)... (u—e—2)) 
1. 2.3. 4, ... -1 


Fer 


tionen der Sten Ordnung mal vor. 


d diefes iſt auch die Anzahl der Combinationen von nm + v—1 
'menten in dem Ausdrude jeder Partialmahricheinlichkeit, deren Ans 
T=Kif. Folglich ift auc die Anzahl der Combinationen, jede 
ı my — 1 Elementen in der otalmahrfcheinlichfeit gleich: 


r(#— 1) 2)(u— 8) 2... ex, 
[ 1. 2. 3. 4 seo — 1 
r die Anzahl der verſchieden en Combinationen, jede von mtv —1 
menten, welche fih aus zn -+u Elementen bilden laffen, beträgt nur:. 
(u —1)(u—2) .... (u— P— 2)) 
(m+1)m+2)(m+8)....(m+6— 1) 
Daff, wenn » nicht Heiner iſt, ald 2, die Combinationen der vten 


Snung CHD@FDMEN.. mh 


| — mal vorfommen, 
1.2.8... 9 —l . en 











Hiernach ift einleuchtend, daff, wenn wir die ganze Yte Drbnung von 
Combinationen, d. h. alle Eombinationen, von m +9 — 1 Buchflaben 
oder Perfonen, welche fich aus der Gefammtzahl der m-tu Perfonen 
“ Bilden laflen. mit 0 bezeichnen und die Summe der Wahrfcheinlichkeis 
ten, daff alle Perfonen jeder Combination diefer Ordnung zufammen 


noch n Sahre überleben , mit On, fo wird die gefuchte Totalwahrſchein⸗ 
lichkeit ausgedruͤckt durch: 
ı (m+1) 2 (m+2)3 (m-+-1) (m--2) (m-}3) 4 
ZT Tg at 
worin die lebte Ordnung, welche nur eine Combination aller (mt) 
Buchftaben oder Perfonen enthält, iinmer die (ut 1)te ift. 
m 
Benn u—=0 ift, fo hat man, wad m auch fein mag, nur — 
— ABC... und die gefuchte Wahrſcheinlichkeit ift in diefem FalTe 
02=(abe .. )p 
Wenn zwei Perfonen A und B gegeben find und m=1, u= 1 
ift, fo rebucirt fi) die allgemeine Formel auf: 
1 


2 
0, —20,=0,+b,—2(ab),, 





1 
was mit dem Obigen uͤbereinſtimmt, weil hier 0,—=a,—b, urad 


3 — (ab), if. 
Wenn drei Perfonen A, B, C gegeben find, m=2 unb folg3’ 
ih #1 ift, fo verwandelt ſich die allgemeine Formel in: 


0, — 3 0,=(ab) + (ac), + (be), — 3 (abc), ' 


e e , 1 
was mit dem Fruͤhern ebenfalld ubereinftimmt, weil hier 0,=(a), tr 


2 . 
(ac), + (de), und o,= (abe), iſt. 
Wenn wieber drei Perfonen A, B, C gegeben find, aber m=1 
und folglich u—2 ift, fo verwandelt ſich die allgemeine Formel in: 
— 20, + 30 =a, tb, tt, — 2(ab),— 2(ac),— (de) ,-t3(0b0)s 


1 
was mit dem Obigen auch übereinftimmt, weil hier 0, =a, +5, +% 


0 —=(ab),+ (ac), + (bo), und 0, = (abe), if. 





Hleraus erhellet andy, daff, wenn m + Perfonen gegeben find, 
bdie Wahrfcheinlichkeit, daff gerade zn-}+-1 berfelben noch 7» Jahre leben 
und die ubrigen zu — 1 innerhalb diefer Zeit flerben, durch: 


2 (m+1®) (m--2) (m-}3)4 (n-+2) (m--8) (m-1-4) 5 
tn. . ot —— —⸗ 0— 2) 777777 o„rete. 


 MBgebrüdt wird; die Wahrfcheinlichkeit, daff gerade m +2 bdiefer Pers 
fmen die p Jahre überleben, und bie u — 2 übrigen innerhalb der⸗ 
ſelben fterben, durch: 


7 (m}3)4 | (m-+-3) (m+4)3 _(m+3) (m +4) ei, 

ferner die Mahrfcheinlichkeit, daff 2-43 dieſer Perfonen diefen Zeit⸗ 
raum überleben und die übrigen u — 3 innerhalb deffelben fterben, durch: 
« m m m 
o nn, FAR . 2, 2 ei, „12, (m+6) ö A-eic. 
u. ff | 
$. 10. Wenn irgend eine Anzahl von Perfonen A, B,C... gegeben 


fürn, und 7» irgend cine ganze Zahl, aber nicht größer ald die Anzahl 
ĩ ene Perſonen iſt, ſo wollen wir die Wahrſcheinlichkeit, daſſ wenigſtens 


22 derſelben den Zeitraum von 7 Jahren uͤberleben, mit (abe Ip 
bezeichnen, fo daſſ, wenn m der ganzen Fa ber Perfonen gleich 
ĩ , diejer Ausdrud mit dem Ausdrude (ube...),, welcher die Wahre 


ſcheinlichkeit ausdruͤckt, daſſ alle Perfonen die 7 Jahre überleben, über: 
etnfimmt. 


Wenn m=1 ift, fo drüdt (@c5 In die Wahrfcheinlichkeit aus, 
Daf die zuleßt noch lebende Perfon 7 Jahre überlebt. Wenn z. B. 
> Serfonen, A, B, C, D, E, gegeben find .. fo wird die Wahrfcheins 
lichkeit, daft wenigftend 3 derfelben noch O Jahre leben, ausgedruͤckt 


Dur (abede),. 

Nun befteht aber bie Totalwahrſcheinlichkeit, daſſ wenigſtens m 
der gegebenen m + u Perfonen- ben Zeitraum von 7» Zahren überleben, 
Offenbar aus den +1 Partialwahrfcheinlichkeiten, daff genau za, n-+1, 
m-+2, m-+3,.... m+(u— 2), m+(u — 1) und die Gefammts 
dahl m-+- der gegebenen Perfonen dieſen Zeitraum überleben. Wenn 
man dieſe Partialwahrfcheinlichkeiten gehörig unter einander ordnet, fo 


has u. a0. 
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2 et en 3 _ min mt mit. 
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+ .- en, 0, + 2, mer —X 
4 0 (it „te 
_ J 
| 4 —X 
und wenn man ihre Summe bildet, ſo erhaͤlt man: 
_ms 4m 2.22, —* . . 
re ein, tn m (m+3) 5 „—ele. — (abe...) ) 


für die Zotalmahrfcheinlichkeit. 
Wenn blod zwei Perfonen A, B gegeben find und m—=2, fol 
1 


ih #=0 if, fo verwandelt ſich die allgemeine dormel in 0,=(ab), 
2 
aber wenn mi und u—1 ift, fo geht fie über in 0, — 0,0, 
b,„— (ab), = Gab), 
Wenn drei Perfonen A, B, C gegeben find, m=3, und fol 
ih u=0 ift, fo wird die allgemeine Formel: o,—(abe),.. We 
1 2 
m=2 und folglich u—=1 iſt, fo geht fie über in: 0,— 20, (ab 
2* 
+ (a), + (be), —2tabe), =(abe),. Wenn m=1 und folglich u = 
12 3 
ift, fo wird fi: 0. —0,+0,=a, tb, ten — (ad) — (an 
ı1__ 
(be),t+ (abe) (ab:),, was alles mit dem Fruͤhern übereinftimmt, 
$. 11. Aufgabe Wenn m-+u Perfonen A, B,C,... u 
m’ -+ u andere Perfonen 2, Q, R,.. . gegeben find, die Wahrfcheinlis 
Feit zu beflimmen, daſſ nad) Berlauf von rn Sahren die Anzahl ber vı 
den Perfonen 2, Q, R, ... noch lebenden feiner ift, ald m’, und bi 
die Anzahl der von den Perfonen A, B, C'... nah n Jahren no 


lebenden nicht Feiner ift, als m. 
Auflöfung. Denn die Wahrſcheinlichkeit, daff m’ Derfon 


vn 2, Q,R , den fraglichen Zeitraum überleben, — gr, 
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Rs fo iſt die Wahrſcheinlichkeit, daſſ nicht fo viele biefer Perfonen bies 


In Zeitraum überleben = 1 — (pyr...). 
Aber die Wahrfcheinlichkeit, daff von den Perfonn A, B, 6. 


wenigfiend m den fraglihen Zeitraum überleben, ifl = (abe; nr 

und folglich ift die Wahrfcheinlichfeit, daſſ von den. me A, B, C, 
.. wenigſtens zn und von ben Perfonen 2,Q, R,... weniger, als 
m’ der Seitraum von n Sahren überleben: 


m 


L—@gr.- In]. (übe... u = abe), (aber. Garn 


Nun bezeichnen, wie früher, o in Beziehung auf die Perfonen 
1, B,C, ... die vte Ordnung der Combinationen und 0 bie v’te Ord⸗ 


ung ber Combinationen der Perfonen P, P, R,... b. d. jede moͤg⸗ 
che Combination von m—1) Perſonen, welche aus m’ wu 

Jerfonen gebildet werben kann; fo ift: | 
— — Il m2m (m+1) 3 _ m (m-H) mr2) 4 


ezbc... = O, — — .0 0 “ . 0 
Im * ı PP’ ı 2 n ı 2 8 ” 





m (m+1) (m+2) (m+3) 5 
eg Tg nee. 
nd; 
par. I = on — — at er m (m-H1) (m-+-2) 0 


T. vba .2 
—* (m-+2) (m-}-3) 
Fe On ele 


Endlich bezeichne 0 eine Ordnung doppelter Combinationen, welche 


ms allen denen befteht, bie durch Werbindung jeder der möglichen 
Sombinationen aus m--(v— 1) der m+u Perfonen A, B,C,. 

nit jeder Combiriation aus zn’ (u — 1) der m’ Perſonen pP 
D, R, ... entfliehen, fo wird bie gefuchte Wahrſcheinlichteit ausgedruͤdt 
Yurd: 


S 
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$. 12. Die Wahrfcheinlichkeit, daſſ eine einzelne Perfon A in ei 
gegebenen Jahre, 3.3. in dem ten Jahre, von jebt an’ gerechnet, fl 
oder eine Verbindung mehrerer Perfonen A, B, C, ... fih in bi 
Jahre auflöft, ift refp. gleih a, — a, und (ade...)„_, — (abe. 
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‚b fie iſt der Weberfchuff der Wahrfcheintichkeit, das beſtimmte Jahr zu 
reichen, über bie Wahrſcheinlichkeit, es zu durchleben. Denn wenn es 
will wäre, daſſ die Perſon A eine von den *-!a Perſonen wäre, 
ehe dad fragliche Jahr erreichen, fo wäre die. Wahricheinlichkeit, daff 


e in dieſem Jahre ſtirbt, =1 — 3 ; allein die Wahrſcheinlichkeit 
[7 


n—1 


fer Vorausſetzung ift felbft nur = 





=, und folglich ift die Wahr— 


nl 





heinlichkeit, daſſ Die Perfon A in dem erwähnten Sahre flirbt. 


Um die Wahrfcheinlichkeit der Auflöfung der Verbindung der Yer- 
men A, B, C, ... in dem beflimmten Jahre hieraus zu erhälten, 
raucht man nur (abe. ) für @ zu feßen. Allein dieſes find nur bes 
mdere Falle des allgemeinen Satzes, daſſ die Wahrfcheinlic;keit der Auf- 
fung der Verbindung der letzten m Vcherlebenden von m + u Perfonen' 
n nten Jahre, von jebt an gerechnet, dem Unterfchiede zwifchen ber 
Bahrfcheinlichkeit, daff die Verbindung dad mte Jahr erreicht und der 
Bahrfcheinlichkeit, daſſ fie es überlebt, gleich if. Denn bezeichnen e 
nd s refp. die Wahrfcheinlichkeiten, daſſ die legten zz Weberlebenven 
iſammen das te Jahr erreichen. und zufammen überleben, und / die 
Rahrfcheinlichkeit, daſſ fih ihre Verbindung in diefem Jahre auflöft, 
muſſ diefe Auflöfung nothwendig vor, in, oder nach dem nten Jahre 
attfinden, wofür die Wahrfcheinlichfeiten refp. gleih 1—e, f und s 
nd, und es it 1 —e+/+s=1; folglich [=e—s. 

Es ſei Nr Or dr n-ı an 

v * y 
ibe.. n_ı — Gbeœ.. „= (ad... und 0,_,— 0,7 Dy, 10 | 
Mr Dr Car: » » die Wahrfcheinlichkeiten bezeichnen, daſſ die Per- 


nen A, B, C, ... in dem nten Sahre, von jetzt an gerechnet, ſter⸗ 
m, (abe...), die Wahrfcheinlichkeit, daſſ fi) die Verbindung aller 


Iefer Perfonen auflöft, und 0, die Wahrſcheinlichkeit, daff irgend eine 
er Verbindungen von n--(v— 1) Perfonen, welche fid aus alten 
r+-u gegebenen Perfonen bilden laffen, in demfelben Sahre erlöfcht. 
emer fei: 
m 
(abc... be n=aben In° 
26° | 


‚20% 


Menn man blos zwei Perfonn A, B hat, fo wirb die Wahrſchein⸗ 
lichkeit, daſſ die lette von beiden in dem nten Jahre, von jetzt an gem 
rechnet, flirbt, außgebrüdt durch: 


@b=a,+h,— (ab),. (&. 400.) 


Für drei Perfonen A, B, C wird die Wahrfcheinlichkeit, daſſ ſich 
die Verbindung der beiden Ueberlebenden in dem nten Jahre von jetzt 
an, auflöft, ausgedruͤckt durch: 


aa, tal, t+bo,—2abe, 
und die MWahrfiheinlichkeit, daſſ die lebte diefer Perfonen in demfelben 
Jahre flirbt, durch: 
— — 
(a bc ab.ec, ab, — (a ey.  - de, trabo. 


Allgemein, die Wahrſcheinlichkeit, daſſ ſich die Verbindung der 
letzten m überlebenden der m u gegebenen Perſonen im ten Jahre, 
von jetzt an gerechnet, auflöft, wird nach dem Vorhergehenden audges 
drüdt durch: 


(abe. n_ı (@be.. abe abe In 
1 m 2 04, m (m+1) —* 
Du, 7 -Dn 1° D.— ı a — 7 „rt 
m (m+1) (mt) e,, . 
ı° 2 & 


$. 13. Die größte fernere Lebendauer mehrerer Perfonen A, B, c. .. 
nach den Mortalitaͤtstafeln, d. h. die Anzahl der Jahre zwiſchen ihren 
reſp. Altern und dem hoͤchſten in der Mortalitaͤtstafel vorkommenden Al⸗ 
ter, wollen wir refp. mit &, P, Y, ... bezeichnen, und wenn mehrere 
Derfonen 4,2,C, ... in Verbindung mit einander betrachtet wers 
den, fo wollen wir die Anzahl Jahre zwifchen dem Alter der älteften 
von ihnen und dem höchften in der Mortalitätötafel vortommenden Als 
ter mit 7 bezeichnen, fo daſſ, jenachdem A, oder B, oder C,... 
am äfteften ift, 7 gleih &, oder 6, oder Y,... ift. 
Die fernere mittlere Lebensdauer oder Lebenshoffnung ($. 60) ge 
gebener Perfonen A, B,C, ... wollen wir reip. mit a, b, Cie. 


und für Z Zahr ältere Derfonen mit ta, th, !c,... bezeichnen, 





für die gefammte Verbindungsdauer aller (abc...) Sombinationen fkr 
den beſtimmten Zeitraum, und wenn man fie durch die Anzahl (abe... 
der Combinationen bividirt, fo erhält man: 


(abe...) ,-+(abe..)g.+(abe..)3+...+(abe.. Je-+p[1—(abe.. N 
für die mittlere Verbindungsdauer jeder Combination innerhalb der bes 
flimmten Zeit, welhe wir daher mit {[abc...] bezeichnen wollen. 


Wenn 2=rift f fl e[abc...|=(abc...), (ade.., = 
und man bat: 


(abe...)=tabe...),-Habe...)g+Habe.. gt... Habe...) + 


für die gefammte mittlere Verbindungsdauer der betrachteten Perfoner. | 
Wenn man (vbc..,) für a und r für @ fubftituirt, fo laͤſſt ic 

nach dem Vorhergehenden auch die Auflofungserwartung der Verbir a⸗ 

bung irgend einer Anzahl gegebener Perfonen A, B, C, ... befiimmen. 
Ferner foll dem Vorhergehenden gemäß bie mittlere Verbindung: 





bauer ber letzten 7m Ueberlebenden von (m-H) Perfonen mit (abe. - _) 
bezeichnet . werben. 


Auch kann man nach dem Vorhergehenden die Aufloͤſungerwa me 
tung der Verbindung der letzten zm uͤberlebenden von mu Perſone n 
beſtimmen. 


$. 15. Da das allgemeine Glied einer Reihe wie “tote. —. 
+%_-11+%-234%—3T+:.. durch a, ausgedruͤckt wird, fo wollen 
wir in Zukunft die Summe einer folchen Reihe durch Za, bezeichnen, urmmd 


tZa, fol die Summe der 2 erften Glieder einer foldhen Reihe > 
zeichnen. 
Hiernady hat man nach dem Obigen: 


a=Za,+}, folgih Za, = a—4 und (abe.. )=2(abe.. It 
alfo Z(abe..)„=(ahbe.. )— p. Ferner [a] ={[2a, ]+4(-e,) 
fo dafj e[ Ta, =ıfa] — 211 —a,) if, und: 
!{(abe...)]=1%(abe..)„|+P[1—-(abde..y,] 
folglich : 
![&(abc.. ),]=:l(abe...)]—PL1 —(abe...).): 


wo / immer confant und n veränderlich iſt. | 
$.16. Die Wasrfcheinlichkeit, daff irgend zwei gegebene Perfonen in 
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_ılabe...)n 


In aber,’ ® 


folglich: (abe. 


und ed ift zu bemerken, daſſ, während fich der Zähler jedes biefer | 
Brüche mit dem veränderlichen Inder n ändert, der Nenner immer: 
berfelbe bleibt. | u 
Hieraus folgt auch, daff die Mahrfcheinlichkeit, daſſ cine Perfon 
A dad nte Jahr nicht erreicht, oder vor dem nten Jahre ftirkt, 


durch 1 — —* ausgedruͤckt wird, und für eine beliebige Verbindung von | 
ı@ı 
bee. 
Perfonen A, B, C, .. . ift dieſelbe Wahrfcheinlichkeit u | 
1 800 l 


Der weiter oben erhaltene Ausdruck für die Wahricheinlichkeit des Ab⸗ 
flerbend einer Perfon A vor dem nten Jahre kann alfo auch in 


2 —a, verwandelt werden, und die Wahrſcheinlichkeit für bie Auf 
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fung der Verbindung einer beliebigen Anzahl von Perfonen A, B, (, 


bceee. 
... in demfelben Jahre wird ausgebrudt Durch eben (abe. 


(abc...) 
8.19. Aufgabe Wenn zwei Perfonen 4 und B gegeben find, 
die Wahrfcheinlichkeit zu beftimmen, dafj A früher flirbt als B. 
Auftöfung Daff flirbt 


im nten Zahre| fpäter dafür ift die Mahrfcheintichkeit: 








A B y( _ „) 20a 


ı@ı 
b 
AB feiner 1(2®— o,) (7 6.) 
18 j I f 
und die Summe diefer Wahrfcheinlichkeiten : | 


b (ab) (‚ab)n  (a1d)n 
ler _ ).(’ b ) 0 — b 1 /a__ 1 
(7 — tr n 7 ‚(ab), (a Int ab), b, | 
ift die Wahrſcheinlichkeit, daff bie in Rede ftehende Ueberlebung im- 
nten Jahre ftattfindet. Die geiuchte Totalwahrſcheinlichkeit wollen wir 
mit ab bezeichnen, fo daſſ: 
1 . 
ab), — (a Pd 


(ab) (} 
—1iy|ji — Un 
— (ab), rt 18, ıbı 
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Wenn es gewiſſ wäre, daſſ „A und B nod ein Jahr uͤberleb⸗ 
„ſo wäre ihr Alter alsdann ref daſſ eibe, als das gegenwärtige Als 
von A und B, und man hätte folglid 1+2(ab) =: (ab). 
ver die Wahrfcheinlichkeit, daſſ „A und „B beide ein Jahr überleben, 
= (ab), , und folglid if: 
zZ (ab) ,= (ab), [1 +3 (ab), | ‚ 
ſo: 
= 
Run fei sb, ab $ (8.15), welches wir die verkürzte 
tittlere re Berbindungsbauer für die Perfonen A und B nennen 


ud mit ab bezeichnen wollen, fo if: 


b GEL, 
2 =1tab und ab=;+4 (2 
1 


Wenn man alfo Zafeln der verkürzten mittlen Verbindungsdauer 
ür irgend zwei Perfonen wie A, B und AB, berechnet hätte, fo wäre 
ie numerifche Auflöfung der Aufgabe leicht. Da aber folhe Tas 
ein bis jest nicht befannt find, fo wird ed zweckdienlicher fein, bier 
Anzeigen, wie man andere, davon unabhängige Tafeln verfertigt, welche 
Ve Wahrfcheinlichkeit, daſſ eine gegebene Perfon früher ftirbt als eine 
imdere gegebene Perfon, geben. 

$.20. Aufgabe. Wenn bie Wahrſcheinlichkeit 1(a —13), daſſ eine 


1 

um 1 Jahr ältere Perfon- ald A früher ftirbt, als eine um 1 Jahr ältere 
Derfon als B, gegeben ift, die Wahrfcheinlichkeit zu beflimmen, daſſ A 
früher ſtirbt, als B. 


Aufloͤſung. Wenn ed gewiſſ wäre, daſſ A und B nod ein 
Jahr lebten, fo wäre die Wahrfcheinlichkeit der fraglichen Weberlebung 
nach diefem Jahre — (ab); aber da die Wahrfchcheinlichkeit, daſſ 

1 


ab 
beide Perfonen das erfte Jahr überleben, =.) iſt, ſo iſt die geſuchte 


Ueberlebungswahrſcheinlichkeit nach dem erſten dahre nur = =) (a b) 
und in dem erften Jahre: 


Ki-a). (1+5,)= 1.32) —E 
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hen, —(ab), und folglich wird die Wahrſcheinlichkeit der aufgefchober 
ven Meberlebung durch die Gleichung: 
[(ab) %=(ab),.‘(ab) 
1 1 
beſtimmt. 


Die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die Perſon B die Perſon A vor Ab⸗ 
lauf der 2 Jahre überlebt, wollen wir mit Z[ (ab) ] bezeichnen, und 


1 
de die Wahrfcheinlichkeiten, daſſ dieſe Ueberlebung in, oder nad dem 
beftimmten Zeitraume ftattfindet, zufammengenommen ber Zotalmahrs 
fheinlichkeit gleich find, daſſ -Z früher flirbt, als Bz fo ift: 


ı[(ab)]+[(ab)j2=ab, 
1 1 1 
folglich: ı[(ab)]=ab—-| (ab) ]%. 
1 1 1 
Daſſ fi) die Berbindung der beiden Perfonen A und B vor Ab⸗ 
kauf der 2 Jahre auflöft, dafür ift die Wahrſcheinlichkeit =1 — (ab),. 
Ber wenn dieſes Greigniff innerhalb dieſer Zeit flattfinden fol, fo 


muff entweber A früher fterben, ald B, wofür die Wahrfcheinlichkeit 
=i[(ab)] ift, ober B muſſ früher erben, ald A, wofür die Wahr: 


wenlihkeit — 14 [(a b)] if. Die Summe diefer beiden Wahrſchein⸗ 


1 
Ühleiten ift alſo der Zotalwahrfcheinlichfeit gleich, daſſ fih die Verbins 
dung der beiden Perfonen innerhalb der beftimmten Zeit auflöft, d. h. es iſt: 


{[(ab)]+[(ab)]= 1 — (ab), und folglich: 
[(a b)]=1 — (ab), — [(a b)]. 
Benn /=1 ift, fo if (ab), S O, folglich ba=ı —bha. 
1 


Die Wahrfcheinlichkeit,, daſſ die Perfon A innerhalb der Z Jahre 
ilter ſtirbt, als B, wollen wir mit z[(ab)] bezeichnen, umd da, 


vonn biefe Perfon innerhalb dieſes Zeitraumes flirbt, wofür die Wahrs 
heinlichkeit =1— a, if, fie entweder früher, ober fpäter als B flirbt, 


für die reſp. Wahrfcheinlichkeiten — =[(e ab)] und =:[(a ab)] find ; 
haben wir: e[(a b)]-+: [(a b)]= 1 —a:, folglich 2 6 b)]= 
——1[(a b)]. 


| 418 
Wenn Z2=t ift, fo verwandelt ſich der Ichte Ausbruck in s[(e 
1 


=1—0,— ab, und wenn 2 nidt kleiner iſt, als w, fi 
ab=-ı —-ab vie Totalwahrſcheinlichkeit, daſſ A fpäter flirbt, a 


Daſſ A und B beide vor Ablauf der 2 Jahre fterben, dafuͤ 
die Wahrfcheinlichkeit: (1 — a,).(1 — 5,). Aber dieſe Wahrſchei 
keit ift offenbar auch der Summe der beiden Wahrfcheinlichkeiten g 
baſſ A Innerhalb der Z Jahre fpäter flirbt, als B, und daſſ 2 fi 
ftirbt als A. Folglich it: 


ı[(a b)]-+:[(a b)] =(1—a).(1— d,), und 
[ab] =0—a).u——(ab)} 


Wenn 2 nicht Kleiner, ald die größte Lebensdauer der jüngfte 
beiden Perfonen nad der Sterblichkeitstafel ift, fo verwandelt fid 
lebte Sormel in: (ab) =ı — (ab). 

2 2 


Leib⸗ oder Lebensrenten. 


F. 21. Was eine Leib- oder Lebendrente ift, ift bereitd oben er 
und wir wollen den Werth einer .auf eine Perfon A lautenven Leib 
‚mit A und den Werth einer auf die Verbindung einer beliebigen X 
von Perfonen A,B,C,... lautenden Leibrente allgemein mit Abt 
bezeichnen. Ferner follen A und «A refp. die Werthe der Keibrente 
zeichnen, welche auf Perfonen lauten, die reſp. um 2 Sahre, älter 
jünger find, ald A, und allgemein wollen wir mit (ABC. 9 
Werth einer Leibrente bezeichnen, welche auf die Verbindung von Perl 
lautet, die refp. um Z Iahre älter find ald A, B,C,.. ., und ebenfo 
len wir mit (AB C.. .) den Werth einer Leibrente bezeichnen, n 
auf die Verbindung von Perfonen lautet, die vefp. um £ Jahre 
ger find ad 4, BC, .... 

Ferner wollen wir den gegenwärtigen Werth von 1 X 
welcher nach einem Jahre gewiſſ gezahlt wird, mit v bezeichnen, | 
on der gegenwärtige Werth von 1 Thaler, welchen man erft nad 
lauf von 7 Jahren erhält. Aber wenn diefer Thaler am Ende 
nten Sahres nur dann gezahlt wird, wenn eine beftimmte Perfo 
diefen Zeitpunkt überlebt, fo wird. der gegenwärtige Werth t 
Zhalerd nad $. 23 offenbar auögedrudt durch an vn. 

Ebenfo ift einleuchtend, daſſ der gegenwärtige Werth dieſes 
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Ws, wenn er nach rn Jahren gezahlt wird, wofern eine beftimmte Ver⸗ 
Yabung von Perfonen A, 2,C,... nad Ablauf diefer Zeit noch eris 
firt, durh (abe...)n vn ausgedruͤckt wird. 
Und allgemein, wenn diefer Zhaler nach » Jahren nur dann ges 
yahlt wird, wofern von irgend einer Anzahl m u Perionen A,B, Che. 
m 


neh m derfelben leben, durch (nbc...)n PR. 
" Hieraus erhellet, daſſ allgemein ABC..=x(abe.. .)n vn ift. 
Benn man blos drei Perfonen A, B,C betrachtet, fo hat man ABU 
=I(adbc)a vn; für zwei Perfonen 4, B it AB=z(u 2b), vn und 
für eine einzige Perfon A hat man A= a, vr. 
$. 22. Aufgabe 1. Wenn der Berth (AB C...) einer 
Leibrente auf die Verbindung irgend einer Anzahlvon 
derſonen gegeben ift, den Werth ABC... einer auf die 
Berbindung derfelben Anzahl von Perfonen, welche aber 
tefp- um 1 Sahr jünger find, lautenden Zeibrentezu finden. 
Auflöfung. Wenn ed gewiſſ wäre, daſſ die Perfonen A, B, C,... 
ein Jahr überlebten, fo wäre der gegenwärtige Werth der auf die Ver⸗ 
bindung. der jüngern Perfonen lautenden Leibrente um eine Jahresrente 
größer, als die auf die Verbindung der Altern Perfonen lautende Leib⸗ 


me, d.h. =e [1 + (ABC...)|. Aber daſſ die Perfonen 
A, B, C. ... zufammen nad einem Jahre noch leben, ift nicht gewiß, 
fondern hat nur eing Wahrſcheinlichkeit = (abc... .), , und folglich ift: 


 ABU...=(abe..),v.[ı + (ABC...)] 
Sur drei Perfonen A, B, C hat man: 
AB U=(abe), ve[ı+"ABO); 
für zwei Perfonen A und B ift: 
AB=«ab), v.[1+"(AB)], 
und für eine einzelne Perfon A if: 
Aza,v(1+ 1A). 


Wenn die ältefte der Perfonen 14, 1B,IC,... zugleich die 
ültefte in der Sterblichkeitötafel ift, fo ift: 


“KABC...)=0 um ABC... =(abe..),v 
823. Wenn wir den Werth einer um 2 Jahre aufgefhobenen 


u 


— 
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und auf die Verbindung der Perfonen A, B, C... lautenden Leibrenis, 
d. h. einer folhen, welde erft nah 2 Jahren zahlbar wird, wem 
diefe Verbindung von Perfonen noch eriftirt, mit [[ABC.. Ne se 
zeichnen; fo wäre biefer Werth nah Verlauf der 4 Jahre, was 
diefe Verbindung von Perfonen alsdann nocd mit Gewiſſheit exiſtirtt, 
—MNABE...), und ihr gegenwärtiger®erth wire —(A BC. . )⸗. 
Aber da es nicht gewiſſ ift, daſſ die in Rede ſtehende Verbindung von 
Perfonm nah Z Jahren noch eriftirt, fondern nur eine Wahrſcheinlich⸗ 
kit = (abc...)t bat, fo ift folglich: 


(AB C...)]t=cabe.. Je. {AB C...). 


Für eine einzelne Perfon A if alſo: [Alz=arr. A. 

$. 24. Den Werth einer auf eine beliebige Verbindung von Perfonet 
A, B, C, ... lautenden temporären Leibrente, d. h. welche nur ein 
beftiminte Anzahl. 2 von Sahren gezahlt wird, wenn diefe Berbindung 
von Perfonen noch eriflirt, wollen wir mit [(A BÜ.. )) bezeich⸗ 
nen, fo haben wir, da bie temporäre Leibrente für 2 Jahre und die 
um 2 Jahre aufgefchobene Keibrente offenbar der fogleih und während 
der ganzen Dauer der Verbindung der Perfonen zahlbaren © Leibrente 
gleich ift, die Gleichung: 


ABC...=ı[(ABC..)]+[(ABO)], 


woraus folgt: 


‚KABC..J]=ABC...—[(ABC..y). 
Kür eine einzelne Perfon A hat man folglich: 
:A]=A—[A]. 
Wenn die Leibrente erft nad) Z Sahren, und von da an nur 


Jahre hindurch zahlbar iſt, wofern die fragliche Verbindung von Pet? 
ſonen noch exiſtirt; ſo iſt ihr Werth: 


ACMBC. MIABC. . -IAB Ce 
-[(ABC...)E—[(ABC.. )Je+tn. 


Wenn Z nicht Heiner ift ad T—1, fe iſt KABC...)= ; 
folglich [( ABC... 0 und A .)J]= ABC.. 
folglich für eine einzelne Perfon 4 if 2 A]=A. 
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. m 
"6.25. Aufgabe 2. Den gegenwärtigen Werth ABC... einer 
Beibrente zu finden, welche auf die Verbindung der letzten m von 
m--u Derfonen 4,2, C,... lautet. 

Aufldfung Wenn u =0 ift, fo lautet die Leibrente auf Die 
Bebindung aller Perfonen und ihr Werth wird auf Die in der vor: 
bergehenden Aufgabe angegfbene Art gefunden. Da aber in der Praris 
felten mehr als drei Perfonen in Betracht fommen, fo wollen wir zus 
eiſt blos die folgenden drei vorfommenden Falle betrachten, naͤmlich 1) 
wenn die Leibrente auf die überlebende von zwei Perfonen A und B 

. " 


Iautet, in welchem alle ihr Werth durch ALS ausgebrüdt wird; 2) 
wenn die Leibrente auf die überlebende von drei Perfonen 4, B,C 
4 


lautet, wo ihr Werth durch ABC ausgedrückt wird, und 3) wenn 
fe auf die Verbindung der beiden überlebenden dieſer drei Perfonen 
2 


kufet, wo alddann ihr Werth durch ABC ausgedruͤckt wird. 


DieLeibrente | Wahrſcheinlichkeit der Exiſtenz der Perfon, oder der Vers 
. vau lautet auf | bindung von Perfonen nad) Verlauf von n Jahren, 





1 
1 A B On b — (ab)n. 
1 





2 A B C An ba + Can” (ab)n — (uc)n — (660 4 (abc)n. 
. " 2 
3 | ABC |(ab)n+ (ac)n+ (bin—2(abe)n..(&.393 — 394.) 





J —— 
& it alfo im erſten ‚Salle AB=A+B-—-AB, (&. 415) 
im zweiten Falle ABC=AHB+C-AB—AC—B C+ ABC, 


md im dritten Falle ABC- AB+AC+BC—2ABC. 
Allgemeine Aufloͤſung. Wenn 9 irgend eine ganze Zahl, 


nicht größer old u--1, und 0 bie Summe der Werthe der Leibrenten 

falle in der vten Ordnung von Gombinationen vorfommenden Ver: 
gen von Perfonen, d. h. jeder möglichen GCombination aus 

u47— 1 aller m--u Perfonen bezeichnet; fo wird die Aufgabe 

für jeden Kal durch die allgemeine Formel: 

deiſone Vahrſcheinlichkeitsr. ac. 27 
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ABB. — —— Be +3 o-+ele 


gelöft (S. 400). 
Denn m=1 ift, fo verwandelt fich dieſe allgemeine Formel in: 


— — 4 
AR C...—o — 34 0... 

wo der Inder jeder Drönung die Anzahl der in jeder Verbindung ver⸗ 

kommenden Perſonen angibt. 


Wenn man blos zwei Perſonen A und B hat, fo verwandelt fih 
die allgemeine Formel in: 





2 


.Ii_ 1 
Ab=0o—o, 
wo o-AıB und o—AB iſt; folglich ift, wie weiter oben: 
i _ 
AB=A+B-AB. 


Brenn man drei Perfonen A, B, C betrachtet, fo gibt bie allge 
meine Formel: 


1 


BEER. 2 3 
ABC=0o—o-2ro, . 


wo a- A+B+C, ‚=AB+AC+HBC und o-ABC#. 
Folglich ift, wie weiter oben: | 


KEU-A4+B+C-AB-AC-BC+ABE 


Serner fei bei drei Perfonen 4, B,C, m=2 und folglich u=, 
fo verwandelt fich die allgemeine Formel in: 


ABC=0— 25, 
wo» o=AB+AC+BC m o=ABGC, folglich: 
2 0 | 
ABC=AB+AC+BC—zABC 


ift, wie weiter oben, 0 . 


#19 

Wenn die Perfonen alle gleich alt find, fo hat die auf die Werbine 
ung aller in irgend einer Combination irgend einer Drbnung vorlommen- 
er Perfonen lautende Leibrente genau denfelben Werth als eine Leibrente, 
velche auf die Verbindung ber Perfonen irgend einer andern Gombination 
derſelben Ordnung lautet. Der Werth der Keibrenten auf alle Combinatio= 
nen irgend einer Ordnung iſt daher dem Werthe einer Leibrente auf eine 
Kombination gleich, fo viele Male wiederholt, ald bie Ordnung Combinatios 
nen bat, fo dafj, wenn man bie Gefammtzahl der Perfonen nt u=w 
ſezt und den Werth einer Leibrente auf irgend eine Combination der »ten 


—-1w—?2 — v — 
Ordnung von Perſonen [v. ‚2, 2mtr —] mal 
für 0 nimmt, die allgemeine Formel auch in diefem Falle anwendbar 


Wenn alle Perfonen gleich alt find, und m=1 ift, ſo hat man 
"ai: 


RAR... —wA-— wet AALm. V. * AAA-eic 
s 26. Ebenſo ift offenbar: 
(AB :=[A]: + [B]2—[(AB)]z, 
(ABOL=[AJHIBI+HLCH— IA BJ—[(A OJr | 
— [(BO)] +[(AB C)], 
I@B C)]:=[(AB)]2+[(A 2 I[GBOMLA2ICABOM- 
und Tome 
(AB ABC... l=[ok. —_m [0]: + m Ben t— ede. 
$. 27. Ebenſo hat man: | | 
X =1[A]+[B]— [AB], 
[ABC] =1[A] +:[B]+ [0] — [AB] — TACH-EBC] 
+{ABC] 
RbT]- ={AB] + ACH ABC]— 3. AAB u 
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und Nomen: 


ABC] ]=179] m, Ho] tm" Tl ,f0]— ete. 


Wenn Z nicht Meiner als Tr — 1 if, fo hat man: 


(AB 3C).= [A +[B] + CT ABF-LACHT—TBE 

und: 

{JABCI=4A]+{B]+4C]—AB]—[AC} 
—I[BC]+-JABC]. «. ı3 u. 24.) 


Menn wir die ältefte der betrachteten Perfonen dadurch unterfd 
den, daſſ wir ber den fie bezeichnenden Buchftaben einen Punkt (.) feb 
und B tft die Ältefte von drei Perfonen, fo verwandeln fich die beil 
legten Zormeln, wenn 2 nicht Heiner ift, ald 6— 1, reip: in: 


KABOF=[Al-+[Cı—[AOF 


— v 
und JABC]=2{{A]+B+[CJ—AB— [AC] 
—BC+ABC, 24) 


und Aehnliches gilt für den Sal, wenn Z nicht fleiner ift, ald T— 

8.28 Aufgabe 3. Den gegenwärtigen Werth ein 
Leibkente zu beftfimmen, welche von ber gleichzeitigen € 
ftenz.der legten m UÜeberlebenden von m tu Perſon 
A,B, 78 nach der Aufloͤſung der Verbindung berli 
ten m! Weberlebenden von m’-t u' anderen Perfonen 
O,R,... abhängt. 

m 


Auflöfung Bir wollen biefen Werth mit POR.. OR... ABC 
bezeichnen. Obgleich in der Aufgabe nicht gefagt iſt, daſſ die Perfoi 
A,B,C,... oder P,Q,R,...., von deren Leben diefe Leibrente abhän 
irgend ein Intereſſe bei derfelben haben, over nicht, was auch auf 
Aufgabe weiter feinen Einfluff hat; fo wollen wir boch die Perfor 
A_B,C,... die Erpectanten und die Perfonen P,Q, R 
Beſitzer nennen, und zunächft wollen wir wieber alle befondern F 
betrachten, welche die Aufgabe bei zwe ei oder drei Perſonen darbie! 
kann. 
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greift offenbar die zweite als befondern Zall ı 


Diefe Aufgabe be 


ter fich. 


= 0_ ift, fo hängt die fragliche Leibrente v 


Wenn u=0 und w 
der gleichzeitigen Exiſtenz aller Erpectanten nach der Erloͤſchung der 8 
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bindung aller Beſitzer ab. Man hat alfo blos eine Combinationdord- 
wung ö der Erpectanten, welche aber blos eine Combination enthält, 
worin alle dieſe Derfonen vorkommen, und eine doppelte Gombination ö 


aus allen Erpectanten und allen Beſitzern, welche wir mit (AB C.. 
POR.. .) bezeichnen wollen, unb bie allgemeine Formel berwandet 
fh in: 


POR...|ABC...=0—_0=ABC...— 
1 


(ABC... POR...). 


Wenn u—=0 und m’—1 ift, fo hängt die Leibrente von der 
gleichzeitigen Exiſtenz aller Erpectanten nach dem Xode aller Beſitzer ab. 
Man dat alſo wieder blos eine Combination der Erpectanten und bie 
allgemeine Formel verwandelt ſich in: 


POR._|AB C...-26—-6+5—545—.e. 
123 4 ' 
wo wegen m’ 4 Y — 1 v° der Inder jeder Combinationsordnung ber 
Beliser Die Anzahl der in jeder Combination vorfommenden Befißer angibt. 
Wenn m=1 un u'=0 ift, fo hängt die Leibrente von Dem 
lebten Weberlebenden der Erpectanten nach der Erlöfchung der Verbin 
dung aller Beſitzer ab. Man hat alfo blos eine Combinationdorbnung 
der Befiger, welche nur aus der einen Combination aller Beſitzer be- 
flieht, und die allgemeine Formel verwandelt fi in: 





POR...|ÄBC...-6_5+ö6—6+... 
1 2 98 4 
1 1 1 1 
tl — 3 4 | 
=ABC..._0+ö—0+0—... (8.218. 
1 1 1 1 


wo der Inder ieder Combinationsordnung der Erpectanten wegen mv 
— 1=vdie Anzahl der in jeder Combination vorkommenden Erpectans 
ten angibt. 

Benn m=1 und m’=1 ift, fo hängt die Leibrente von dem 
legten Weberlebenden der Erpectanten nach dem Tode des Ichten über- 
lebenden Beſitzers ab, und die allgemeine Formel verwandelt fich in: 


5 
ii 


+ 
r 


S 
u 
> 
2 
J 


|. 
- O0 = Dun 0 On 

+ 

+ 


+ 
' 
» Oo m Oe O- Ss 
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| 
| 
| 


+ 
4 


ete. etc. etc. eto 
wo wegen mv -1=» und m’ 4v’ I der Inder jed 
fahen Combinationsordnung die Anzahl der in jeder diefer Cor 
tionen vorkommenden Perfonen: angibt, und die Summe der Indi 
der Dronung doppelter Gombinationen die Anzahl der in jeder t 
ten Combination vorkommenden Perfonen. Die erfte Horizont 
enthält offenbar ale verfchiedenen Gombinationen , welche ſich ar 
Expectanten bilden laſſen, und wenn n irgend eine ganze Zahl 
net, welche die Anzahl der verfihiedenen Combinationsordaung: 
Erpectanten nicht überfchreitet, fo enthält die nte Horizontalreih 
ber erſten immer alle doppelten Combinationen, welche gebildet ı 
koͤnnen, wenn man jede Combination der rnten Ordnung der Er) 
ten mit jeder Combination aller Ordnungen der Beſitzer verbind: 
Hieraus erhellet, daſſ die Formel alle verfchiedenen Comb 
nen enthält, welche fi aus allen Perfonen, ſowohl den Erpect 
als Beſitzern, bilden laffen, mit Ausnahme der einfachen Combina 
welche fi aus den Befigern allein bilden laffen, und welde 
dem Ausdrude des Merthes einer Leibrente, lautend auf den lebter 
lebenden Befiger, nämlich in: 


— — 
POR...-0-0+0-0+... 
1 2 3 4 


vorkommen. Wenn alfo diefe letzte Ordnung von Combination 
den hier angegebenen Beichen zu der vorhergehenden Formel addir! 
fo enthält die Summe alle möglihen Gombinationen aller Perfon 
wohl der Erpectanten, ald der Befiger, und wenn jede Comb 
irgend einer Ordnung nur eine einzelne Perſon, oder eine ur 
Anzahl verbundener Perfonen enthält, fo kommt dieſe Combin 
ordnung iw der Formel mit dem poſitiven Zeichen vor; aber we 
Anzahl der Perfonen in jeder Combination dieſer Ordnung ger 
fo ift das Zeichen biejer Ordnung negativ. 
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Hieraus folgt, daſſ das fo gebildete Aggregat den Werth einer 
Leibrente, lautend auf die legte überfebende aller Perfonen, ſowohl 


der Erpectanten, als Beſitzer, weldhen wir mit ABRC.. ‚POR... 
en wollen, ausdruͤckt, und wir haben folglich: 


— — — — —— 
| FOR...1]ÄBC..- ABC... POR.. — POR.. 


Wenn die Gefammtzahl der Erpectanten und Beſitzer nicht grö- 

Ber ift als 3, fo kann, da wenigftens ein Erpectant vorhanden tft, die 

Anzahl der Befiger niemald größer fein ald 2, und da wenigfiend ein 

Beſitzer da fein muff, fo kann die Anzahl der Erpectanten nicht ‚größer 
1 

fein a8 2. Die allgemeine Formel rebucirt fi alfo auf Ö—mÖ 


—O+m ö+ * Aber wenn m=2 iſt, ſo kann blos die eine 


Ordnung Ö ber Sombinationen der Erpectanten vorkommen und e8 
a. 


it O=0, und wenn =’ —2 ift, fo it auch O=09. Hieraus era 


hellet, daſſ jede Combinationsordnung, welche entweder m, ober m’ 
zum Coefficienten hat, verſchwindet, ausgenommen, wenn dieſer Coef—⸗ 
ficient die Einheit iſt. und die zuletzt angeführte Formel, ift daher gleich: 


bedeutend mit 0 Ö— Ö+ Ö+0. Die vor der allgemeinen Aufs 


fung gegebenen Kuflöfungen ber Aufgabe für alle Fälle von zwei oder drei 
| Perionen ergeben ſi ch alſo unter dieſer Vorausſetzung auf folgende Weiſe: 


8 
= gibt die zulegt erhaltene Formel den Werth von: 
£ 





—-A-AP-AQ+APQ 


+O=A+B-AB-AP-BP-+ABP. 
1 . 
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Denn wenn fo ift: 

Saılllo=|9=| 0= |0= = Ö- und O- 

1 2 1 1 2 

1 A|o P|OoO ‚AP O 0 

gg ‚AB| o P 0 ABP 0 oO 

3 |ı A|o0|PQ|o| APQ | o 0 
4 A Io \P+QIPQJAP+AQ| 0 | APO 

5 |/A+BIAB| P | 0 JAP+BP/ABP| 0 


Wir wollen nım noch einige befondere Fälle der allgemeinen Au 
“gabe direct auflöfen. 

Beifpiel 1. Zwei Perfonen A und B befißen eine Leibrent, 
welche auf die uͤberlebende von ihnen lautet, und unter diefe und ein 
dritte Perfon C nad) dem Tode einer der Perfonen A und B gleid 
vertheilt wird, fo lange fie beide leben. Dan foll den Werth des In 
tereffes der Perfon C bei diefer Leibrente beftimmen. _ 

Erfte Auflöfung. 
Ende des nten 
Daſſ am Sabıes " -. | daft ift die mit dem Antheile der Perfon C an 
todt ift (eben der Leibrente multiplicirte Wahrſcheinlichkeit: 





Ad BC \11 —a).(boa=4!boa— (abe) 
B AC |\$A—b)n.(a ca =4[(acn— (abc) 


und da die Summe biefer Größen —Llac)a+L(be)a— (abe 
ift, fo ift der Werth des Intereſſes der Perion C an der Leibren 
=1AC++BU—ABC. 

Zweite Auflöfung. Der Werth ded Intereffes der Perf 
C wird nad) der Aufgabe in Zeichen auögebrüdt durch FAIBC- 
1BAC, und ift folglich nach dem zweiten Falle des vorletzt 
Schemas —4AC+3BC-ABE, wie vorhin. 

Beifpiel 2. Eine Leibrente, welche von der Verbindung dd 
beiden legten überlebenden von drei Perfonen A, B, C abhängt, wi 
während des Zuſammenlebens diefer drei Perfonen gleich unter fie v 
theilt und nach dem Tode einer berfelben wirb fie unter die beib 
Ueberlebenden, fo lange fie noch zufammen leben, gleich vertheilt; m 
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oU nım den Werth des Intereſſes der Perfon 1 an ber Leibrente be- 
timmen. 


Erfte Aufldfung. . 


des nt 
Duff ne a ten dafuͤr iſt die mit dem Antheile der Perſon A an 


todt iſt leben der Leibrente multiplicirte Wahrſcheinlichkeit: 





ine | 4B0.... 446460). 
B AC 1 (ac)n — l(abc)z 
c AB L(abyn — L(abc)n 


ud da die Summe hiervon = (ab)n +4 (ac)n — Z(abe)n ift, fo 
iſt folglich der Werth des Intereffes der Perfon C an der Leibrente 
=-JAB+3AC-2ABC. Ä 

Zweite Auflöfung. Der gefuchte Werth wird nach der An, 
gabe der Aufgabe in Zeichen auögevrüdt durh AJABC+FCJAB+ 
IBJAC, und ift folgich =FAB+FAC—-3ZABC, wie vom 
bin, 
| Da fih die Perfonen A, B, C in Beziehung auf diefe Leibrente 
alle unter gleichen Umftänden befinden, fo ift Elar, daſſ der Werth des 
Intereffed von B erhalten wird, wenn man in dem Ausbrude für dem 
Werth des Intereffed von A die Buchftaben A und B vertaufcht, 
woduich man erhält 4AB+4BC —3ABC, und wenn man is 
dem legten Ausbrude die Buchftaben B und U vertaufcht, fo. erhält 
man den Ausdrud für den Werth des Interefled der Perfon C an ver 
keistente -FACHLBC-FABC, Die Summe biefer drei 
Intereſſen ift gleich AB+AC+BC-2ABC, und druͤckt den 
Totalwerth der: Keibrente aus, welche auf die Verbindung ber beiden 
legten Weberlebenden lautet. 

Beifpiel 3. Eine Leibrente wirb nach dem Tode der Perfon 
A unter B und C während ihred Zufammenlebend gleich vertheilt und 
geht dann ganz auf den Ueberlebenden über; man fol den Werth des 
Intereſſes der Perfon B an diefer Leibrente beflimmen, 





Erfte Auflöfung. 
Daſſ am Ende des nten 





Jahres dafuͤr iſt die mit dem Antheile der Perſon A an 
todt find leben der Leibrente multiplicirte Wahrſcheinlichkeit: 
———— ——— — 
j feine ABC.......... +4 (abe), 
C AB .. Fladin . 2. — Llabein 
B AC ..... 4lacn — Flabe)n 
BC 4 @n — (ab)n — (ac)n + (abe)n 


und da die Summe hiervon — au — 4 (ab)n — Llac)a-+ L(abe)n 
it, fo ift der Werth des Üntereffes der Perfon A an der Leibrente 
-A—4AB—-I1ACHIABC. 

Zweite Auflofung. Der gefuchte Werth wird nach der Aufs 


| 1 
gabe in Zeihen ausgedruͤkt durch FJAB+43B|ÄAC+BCJA= 
A—!AB—ZAC+FABC, wie vorhin. (S. 425.) 

| Durch Vertaufhung von A und B in vem legten Ausdrude er⸗ 

huaͤlt man den Werth des Intereffes der Perſon B an einer Keibrente 

=B—-1AB—ıBC+#+ABC. , 

Wenn man die Summe der Werthe der Intereffen der Perfonen : 
Amd B, nümlic AHB—AB—1AC—!BC+ABC. 
von dem Totalwerthe der auf der letzten uberlebenden der drei Perfo- 
nen ruhenden Leibrente abzicht, fo erhält man 0—t A G—4B G 
für den Werth des Intereſſes der Perfon C an der Leibrente. 

Beifpiel 5. Sobald irgend zwei der drei Perfonen A, B, C 
geftorben find, zieht die. Perfon 4) und ihre Erben fo lange eine Leib- 
tente, als die überlebende der Verfonen A, B, C noch lebt, und man 
fol den Werth des Intereſſes der Perſon D an diefer Leibrente beflimmen. 

Erfte Auflöfung. 

Daſſ am Ende des nten 


Jahres dafuͤr iſt die Wahrſcheinlichkeit: 
todt ſind | leben 
— — — — 
4B C Cr — (ac)n — (be)n+ (abe)n 
AC B br — (ab)n — (be)n-+ (abe)n 


‚BC 4 an - (ab)n — (ac)a+ (abe)n 


und da die Summe hiervon = a, + 5, + m — E(ab — 2 (a C)n 
:(dc)n+3(adc)n ift, fo iſt folglich der Werth des Intereſſes 
Perſon D an der Leibrente =ZA+B+C—2 AB-2AC 
2BC+3ABC. 

 Bweite Auflöfung Der Werth des Intereſſes der Per] 
D wird nad) der Aufgabe in Zeichen auögebrüdt durch: 


—L_ —L. — N — 
BCJMAVTAC B-VAB C oter duch ABC— ABC 


Aus dem erſten dieſer Ausdruͤcke ergibt ſich nah S. 425 4ter 8 
und aus dem zweiten nach ©. 418 für den Werth des Intereffed | 
Perfon D Ddiefelbe Größe: 


A+B+C—-2AB-2AC—2BC+3ABC, 


wie in ber erften Auflöfung. 

Beifpiel 6. Eine Leibrente, welche von dem lebten Web 
lebenden von einer Perfon A und m-u andern Perfonen abhän 
wird am Ende jedes Jahres unter die alddann nod Lebenden glı 
vertheilt,. und man foll den Werth de Intereſſes der Perſon A an t 
fer Leibrente beflimmen. 

Bei diefer allgemeinen Aufgabe wollen wir, wie bei der vork 
gehenden, zuerft bie befondern Faͤlle betrachten, wo nicht mehr ald 3 9 
fonen in Betracht kommen. 

Erfter. Salt Wenn blos zwei Perfonen A und B betrad; 
werden. 

Erfte Auflöfung. 








Daſſ am Ende des nten! 
Jahres dafuͤr iſt die mit dem Antheile der Perſon A an ber &ı 
todt iſt lebt rente multiplicirte Wahrſcheinlichkeit: 
keiner AB ‚+ 4a b)n 
B 4 | — (a 2 / 


und da die Summe en -m— ab ft, fo ift ber gefud 
Beh =A—HA 
Zweite bfans. Der Werth des Sntereffes der Perfon 
ift nach der Aufgabe =-FAB+BIA=A—H+AB (©. 425) 
Durch Vertauſchung von A und B erhält ınan den Werth d 
Intereffes von B=B—HAB, und die Summe diefer beiden Wi 





— — — — — 
GEAbC. LVVI, (abe... MEE, (abe... ),0°,... 

Die Batihreinlichleiten, daif die Serdindung der letzten m übe 
ſbechen ven m u Serfenen das te, 3te, Ir, ... Sabre erreidt 
Eu Aenbar refp. vifdben, ats tie, dañ dieſe Werbinkung des If, 
2a, Me, .... IM hindurch ai. Pirna iR efnter: 


ziobe... Js-ı*=e. ziabe.. ai .,8—1 


of + abe] HIBC..) 
Ben n—=t ih, fo if: 


(abe Ja !=e. bc. Mist, 
und wie vorhin erhellet, daſſ: 


Az(abc..)a-ı *] =e(144-n[AB C...]) 
—o(1 _ (abe +Jt- rar C.. D 


6.34. Aufgabe 7. Den Berth (ABC...) einer te 
bensverfigerung auf die Berbindung derlekten m über 
lebenden von m+u Perfonen A, B, C, ... zu beſtimmen. 

Auftöfung 1. Der gegenwärtige Werth der Erwartung, au 
Ende des ntn Jahres 1 Thaler zu erhalten, it (&. 12): 


(abe. leben —B 


und folglich der Totalwerth der Verſicherung, oder die Summe der ge 
genwärtigen Werthe aller folcher Erwartungen: 


—— 


m m m 
z[(abe.. a1 —labe..a]er=r (1 +ABC...)—ABU.. 
Es ift alfo: 

j ABC... =v—a—HÄBE... (m) 
Aufidfung 2. Wenn der Verficherte, flatt am Ende. des Jah 
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⸗ mM 
Pr. BE... = — — Hr 1. (h) 


1+ABC... 
Ebenſo ergibt fih für eine Perfon A: 
Y=r’—- (1 -WA 
und: . | 
1 
Pr. A=7,27°7 1. .@ 


Mein bie Verſicherung auf die Verbindung aller Perfonen laus 


tet, fo haben wir: 
ABC.. —-(1 - )AB Geo 


und: 
Pr. ABC... EC — tr —1. 


Für eine einzelne Derfon, oder für irgend eine Verbindung von 1 Derie 
nen haben wir aud: 


196...-3[@le a _ (abe. Je 


)ı | 
__s(ABC...) 
= abe..), AB C... ($. 18). 
wodurch der Werth der Verſicherung ohne Einfuͤhrung von ⸗ oder — Tr 
ausgedruͤckt wird. Es iſt aber: | 
ABC. 
a =r(1HABC...) & 18), 


worauß folgt: 
ABC.. .* —R —NABE C.. 


. wie vorhin. 


- Wenn die Verfiherung auf die Überlebende von zwei Perfonen A 4— 
und B lautet, fo if: 


—— — 
AB——- 0 —+)AB 


. “ 
——.. EEE EEE PR 


0 * 
Zeitraum gleich, d. h. —— und der Werth des Intereſſes ber Perfon 


P an der £eibrente ift für den Zeitraum von Z Jahren = = ABC... C. .]; 
fetzlich ift der Werth des Arte der „Perfon O an der Leibrente 
fr denfelben Zeitraum = — — [Al BC BC...) 

Der gegenwärtige Barth, einer gewiffen Rente für 9 Jahre nad 
Berlauf von Z Sahren ift un, und die Perfon O nebft ihren | 


Erben erhalten diefe gewilfe Rente, wenn fich die Verbindung der leb- 

ten m überlebenden der m Perfonen vor Ablauf der 2 Iahre auf: 

loͤſ. Die Maprfcheinlichkeit für die Auflöfung diefer Verbindung inner: 
" m 





halb der Z Sabre ift aber gleich 1—(abe..)t, und folglich iſt der 
Werth des Intereſſes der Perfon 2 an der Leibrente nach Verlauf 


der 4 Jahre = - 1 - (abe. „u — * alſo der ganze Werth des 


Sntereffes der Perfon Q an der Leibrente gleich.: 


Apor —/( =). FIIR 5) {ABC ABC..].. 


Wenn die ganze gewiſſe Rente eine perpetuirliche iſt, fo ift vr 0 
und der Werth ded Intereſſes der Perfon O gleich: 





Y Wenn die Yerfon Q und ihre Erben, ſelbſt wenn ſich die Verbindung der m 
überlebenden ber gegebenen za + Perſonen innerhalb des Zeitraumes von Jahren 
- aufloft , die gewiſſe Rente doch erft nach Verlauf biefer Zeit ziehen, fo ift ber 


Ze j ot = 
ganze Werth des Intereſſes von e= Gier: ..) — a= 2, und 





wenn die gewiſſe Rente eine perpetuirliche iſt, — 


Wenn die Perſon Q und ihre Erben nur die nach Verlauf der Jahren 
: gahlbaren Jahrestenten crhalten follen, aber doch die am Ende bes zten Zahs 
res zahlbare Iahresrente, fo ift dad Intereffe der Perfon O glei: 
— — a—1 1— vo) 
I @c.),l —u>N, 
md - wenn die Rente .eine perpetuirliche iſt, gleich: 


t—i 


ſu — — v ä 
— b rer * 
abe), r. 
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— f —(abe..)t. .) —:[AB C...]). 
Wenn ber Zeitraum £ nicht Heiner ift, ald die größte Dauer ber 
Verbindung von m beliebigen der gegebenen Perfonen, fo iſt be) 0 


und TÄB G.. 4* ABC. ., und folglich verwandelt fich in die 


fem Falle die allgemeine Formel in: 


1— ot 





—AB G .u.o. (y) 
r 
Wenn in dem zuletzt angenommenen Falle die gewiffe Rente eine 
perpetuirliche ift, fo verwandelt fih.bie legte Formel in: 


——ABC... 


Wenn die Perfon Q oder ihre Erben die gewiffe Rente nur 
dann erhalten, wenn ſich die Verbindung der legten m der m M 
Perfonen nad Verlauf der Z Jahre auflöftz fo wird der gegenwär- 
tige Werth des Intereffes der Perſon Q offenbar ausgedruͤckt durch 
den Unterſchied zwiſchen den Werthen (2) und (Y), d. h. durch: 


— (1-0) (abe...) -—[ABU...] 


Wenn die gewiffe Rente eine.perpetuirliche ift, fo it #—=0, ung 
der letzte Ausprud für das Sntereffe der Perfon O verwandelt ſich in 


(abc... x — [A BG. ..]J. 


Wenn der Zeitraum 2 nicht Heiner iſt, als bie größte Dauer der 
Verbindung der letzten m Überlebenden der gegebenen Perfonen, fo ifl 
der Werth des Intereſſes ber Perſon O in den beiden lebten Fällen 
20. 

8.31. Aufgabe 5. Den gegenwaͤrtigen Werth BCA 


1 
einer Leibrente auf eine Perfon A nad der Erlöfhung 
Der Verbindung zweier anderer Perfonen B und C, vor: 
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ausgefeßt, dafi bie Berbinbung Durch den Tod von B auf: 
gelöf wird, zu beſtimmen. 
Aufloͤſung. Der gegenwärtige Werth der nten Jahresrente 
dieſer Leibrente ift offenbar gleih | bc] unv” (S. 413) und man hat 
1 


zur Beftimmung der Summe der gegenwärtigen Werthe diefer Jahres⸗ 
renten für den Zeitraum, in welchem n[h c] veränderlich ift, d. h. fo 


lange m die möglihft größte Werbindungsdauer der beiden Perfonen 
B md C nicht überfchreitet, fein anderes allgemeines und zuverläffiges 
Verfahren, ald den gegenwärtigen Werth jeder Jahresrente cinzeln zu 
berechnen, und dann alle diefe Werthe zufammenzuaddiren.*) Sobald 
aber n diefe Grenze überfchritten hat, ift »[b c] immer der conftanten 


Gröpe he gleich, und der gegenwärtige Werth aller ſpaͤtern Jahres⸗ 
renten it = =h c[A]r. 


Die einzige Schwierigkeit diefer Aufgabe befteht alfo in der Be⸗ 
fimmung des Werthes der Leibrente für die T Jahre, auf welche die 
mögliche Verbindungsdauer aller Perfonen beſchraͤnkt ift, und während 
diefer Zeit kann die Wahrfcheinlichkeit, die te Zahresrente zu erhalten, 
in die beiden folgenden unterſchieden werben. 

Daffam Ende des nten 

Jahres 
leben todt ſind 


1 40 B dafür iſt die Wahrſcheinlichkeit = (1— 22). (u c)n 
2 A |BundC, indem B zuerſt geſtorben iſt. 








— — — — 
Die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die Ueberlebung in dem sten Zahre ſtattfindet, 
wird immer nad) ber Formel eu") (P-1c-4-Rc) berechnet, 


und man nimmt die Summe der nz erften dieſer Wahrfceinlickeiten für den 
Werth von n[b c). 


Wenn A bie ältefte der drei Perfonen ift, fo ift [be] nicht immer be Ä 
wenn 2 >: tft; aber in dieſem Falle ift [A]z und fotgtich „[b c]. [A]: ms 
mer — 09, und daher iſt bc. [A]: ein genauer allgemeiner Ausdruck des ges 
genwärtigen Werthes aller nad Verlauf der 2 Jahre fälligen Zahresrenten. 
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Diefe zweite Wahrfcheinlichkeit kann wieder in die Wahre 
-feiten der beiden folgenden von einander unabhängigen, aber gie 
ſtattfindenden Ereigniſſe zerlegt werden: 

1) Daſſ A alsdann lebt und ſowohl B, als c todt ik, 
die Wahrfcheinlihfeit immer genau durch (1 — br) [an — (ae), 
gebrudt wird; 2) daff, wenn BD und & abbdann beide todt f 
von beiden zuerft geftorben ift. 


Die ganze Schwierigkeit befteht alfo in der Beim 
legten Wahrfcheinlichkeit, welche nicht in allen Sällen währent 
Jahre abfolut conftant und genau beftinmbar if. Aus $. 1 
aber, daff, wenn das jährliche Deerement, d. h. Die jährliche A 
der Anzahlen der Perfonen von demſelben Alter, e/c. wie B, C 
beiden Perfonen B und C während ber fraglichen Zeit conftant 
gleich beide Decremente von einander verfhieden find, die in 9 
hende Wahricheinlichfeit immer genau durch 4 ausgedrüdt wird, 
laͤſſt fich leicht zeigen, daſſ daffelbe Maß diefer Wahrſcheinlichkeit 
andern Bällen anwendbar ift, und daſſ aud in vielen Zallen, 
Bruch 4 die gefuchte Bahrfcheinlichkeit nicht genau ausdrüdt, d 
Anwendung des Werthes ‚ in den erhaltenen dormeln verurfad 
ler unbetraͤchtlich ift. Mir werben daher den Werth 4 hier aı 
und haben folglich. wenn nz nicht größer ift, ald 7, dafüır 
daff am Ende des nten 

Sahres 


die Wahrſcheinlichkeit: 
tod: find | leben | 














B AC 11 —,).2(ac)n 
B und 1 | 
und zwar B I _ — 
zuerſt von (1 dm). lun — (won), 
beiden 





und da die Summe hiervon gleich: 
4(1—b,).Tan+(acn]) =4 Tan —(ab)a+(acn— (ab 
iſt; fo ift der Werth der Leibrente für die 7 erften Jahre gleic 
ü Ir [z[m — (aba + (a cn — (ube)n)] vr] = 
1([A]J—T[AB]+r[A G— ABC) 
und da der gegenwärtige Wert) derfelben nach dieſer Zeit, wie 
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— 
BC]A+BC|jA=BJA 
1 2. 
ausgedruͤct wird, woraus folgt: 
— 
bBCIA=BJA—BC]JA=A—AB—BCIA (Sa2ı.ı) 


und unter ben in $. 31 angeführten Bedingungen haben wir folgende 
allgemeine Formel: 


| BC|A=4(A—AB—[AC]+ABO— . 
IIABXAGABOIAII, 


woraus folgt: 


— .. 
BCjÄ=1(A—AB-—AC+ABOC), 
2 


— 
BC]A=}(A—AB—#IAC]+AB C)+4—be)[AP 
und: 
BÖJA=4(A— AB— -AC+ABC)—4[AB); 
+(@—be)[Alr. 


Wenn die Perfonen B und C einander gleich find, fo verwandelt fh 
bie allgemeine Formel in: | 


“ - 


= 1(A—s2AB--ABB)= BIA—4BBjA | 
(S. 421. 11. 3) 
Lebensverſicherungen. 


§. 33. Wenn eine Perſon P ein Intereſſe hat, welches irgend & 
nem Riſiko ausgeſetzt iſt, und eine andere Perſon O macht ſich verbind⸗ 
lich, gegen eine gewiſſe, ihr von P ausgezahlte Summe dieſes Riſiko über 
fih zu nehmen, fo wird ein folder Vertrag eine Verſiche rung ge 
nannt, und wenn biefed Rifilo von dem Tode einer oder mehrerer Pr 
fonen abhängt, fo heißt ein folher MWertrag eine Lebensverſicht 
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| ſchen haben, gleich be.[Alr ft, fo haben wir die allgemeine For⸗ 

nd: 

BCIA=4(A—r[AB]}+[ACJ—ABC)— (4—he).[AT" 
1 . 


weiche, jenachdem A, ober B, oder C die ältefte der drei Perfonen 
ik, fih refp. verwandelt in: 


BCJÄ=}(A— AB+AC—ABC), 
FL 
BCIA=(A—AB+5[A CJ—ABC)— (4—be).[AJp, 
oder: u 
BeJA=}(A—Y[AB]J+AC—ABC)— (4 —be}.[A]r 


Wenn bie Perfonen B und C in allen Rüdfichten einander gleich 
nd, fo iſt ;—be= o und r[AB]=r[AC], und mithin ver- 


wanbelt fich die allgemeine Formel in: 


BB|A=}(A—ABB)=}BBIA, 


was von felbft cinleuchtend ift. 
8.32. Aufgabe.6. Den gegenwärtigen Werth — 


einer Leibrente auf die Perſon AnahdemXode ber über 
lebenden von zwei Perfonen B und C, vorausgeſetzt, dafl 
B die überlebende ift, zu beſtimmen 


Aufloͤſung. Wenn die Perſon P und ihre Erben die Leibrente 
in ber vorhergehenden Aufgabe und die Perſon O oder ihre Erben bie 
in ber gegenwärtigen Aufgabe ziehen follen, fo ift far, daſſ P oder 
Q, ober ihre refp. Erben die Keibrente erhalten, wenn die Perfon A 
die Perſon B überlebt, und das Greigniff, in Folge deſſen die eine Art 
der Erpectanten in den Befiß der Leibrente fommt, ſchließt nothwendig 
das andere aus. Daher ſind die Werthe der Leibrenten in der vorher⸗ 
gehenden und ber gegenwaͤrtigen Aufgabe zuſammengenommen dem er 
the einer Leibrente auf die Perfon A nad) dem Tode ber Perfon B. 
gleih ; welcher Werth in Zeichen durch: | 
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m — J 
(abe..),v!, (abe...)202, (abc...), 08,0. 


Die Bahrfcheinlichkeiten, daff die Verbindung der letzten m über 
lebenden von m-+ u Perfonen dad 2te, Ste, Ate, ... Zahr erreicht, 
find offenbar refp. diefelben, als die, daſſ biefe Verbindung des 1f, 
2te, te, ... Jaht hindurch eriflirt. Himas ift offenbar: | 


siben. Int. (abe n—ı.on—1 


-o[1+ abe ar]=o(1i HABC..) 
Wenn nt if, fo ift: | 


abe In—ı?=v. (abe... Jet! 


und wie vorhin erhellet, daſſ: 
ı[z(ab e..)n-1] = (146-N[ABC...]) 
-r(1 (ber H[ABC...]) 


m 3 


6.34. Aufgabe 7. Den Werth (BE...) einer Le 
bensdverfiherung auf die Berbindung ber legten m über 
lebenden von mn+u Perfonen A, B, C,... zu beſtimmen 

Auflöfung 1. Der gegenwärtige Werth ber Erwartung, am 
Ende des nten Jahres 1 Thaler zu erhalten, ift ($. 12): 

' — 


abe. +n—1 —(abc.. —B or, 


und folglich der Zotalmerth der Verfiherung, oder die Summe ber ge 
genwärtigen Werthe aller folcher Erwartungen: | 
m. 


Z[(abe.. n-ı —(abe.. n]vr=r (1 +ABC..„— ABC 
88 ift alſo: 


UBE..=r—a—yAÄBC... (m) 
Aufldfung 2. Wenn der Verficherte, ftatt am Ende. de u 
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— — 
Pr. AB C..* 








4v—1. (h) 
1-ABC... 
Ebenſo agibt fi ſich fuͤr eine Perſon 4: 
A=r—(1 NA, 
und: . | 
Pr. us. o-. 6 


Wenn die Verficherung auf die e Verbindung aller Perſonen lau⸗ 
tet, ſo haben wir: 


ABG... æ-AB GC... 


und: 
Pr. 1. —tr m. 


Für eine einzelne Perfon, oder für irgend eine Berbindung von r Der: 
nen haben wir aud: 


196... In_(abe.. ur 


Jı 
ABC. 
= AR C... (&. 19). 


wodurch der Werth ber Berficherung ohne-Einführung von ⸗ ober — ı 


ausgedruͤckt wird. Es iſt aber: no 
(ABC. 
=r(i-+ AB C.. .) $ 18.), 


woraus folgt: 
YB6..=r—a—nAB C..., 
wie vorhin. ” 


- Wenn bie Berfiherung auf die Überlebende von zwei Perfonen 4 
und B lautet, fo if: 





ı1L_ Ä a 
AB=r—U—N)A 
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"und: u 1 





Wenn die Verfiherung auf die überlebende von brei Perfonen A, 
B und C Iautet, fo geben die allgemeinen Formeln: 


1 
7 J 


— — 
Pr. ABC— 





40—-1. 

IABG 

Wenn die Verſicherung auf die Verbindung der beiden letzten 
uͤberlebenden von drei Perſonen A, B,C lautet, fo iſt: 











2 — — 
ABE=r—(1—MAB 
und: 2 1 
Pr. ABE = 2 + —1, 
1--ABC 


Hat man nach der erften Auflöfungsmethode den Ausdruck — 


a — JABC-.. de3 gegenwärtigen Werthes eined Thalers, wels 
Hei am Ende des Jahres gezahlt wird, worin ſich die Verbindung 
der letzten m uͤberlebenden Perſonen aufloͤſt, und den gegenwaͤrtigen 
Werth einer perpetuirlichen Rente, deren ˖erſte Jahresrente am Ende 
des Jahres gezahlt wird, worin ſich dieſe Verbindung aufloͤſt, ge⸗ 
funden; ſo ergibt ſich, da ſich die erwaͤhnten gegenwaͤrtigen Werthe 


wie 14 =: :1 verhalten, der gegenwärtige Werth der Ans 
wartſchaft auf Di perpetuirliche Rente nag der Kuflöfung ber Verbin⸗ 


bung der m» uͤberlebenden Perſonen =— _ ABC.. C..., Äbereinfim. 
mend mit dem Obigen. 


Temporäre Lebensv erficherun gen. 


$. 36. Wenn die Lebenöverficherung blos für den Zeitraum von 2 
Jahren gültig ift, d. b. wenn die verficherte Summe am Ende ded Jah: 
res, worin fi) bie Verbindung ber zn überlebenden von n-- u Pers 
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fonen auflöft, nur dann gezahlt wird, wenn. biefe Auflöfung ber Ver⸗ 
bindung der zn Perfonen vor Ablauf der Z Jahre flattfindetz; fo wird 
der gegenwärtige Werth diefer Verficherung ausgedruͤckt durch: 


ı[2[@Be..2-,—@be,]”] 6 19, 
d. h. durch: 


I _ (abe Je. “+ [ABC.. 7] 4ABı cn]. (6.25 u. 33) 
fo daff 





ACH. ..]=sf1 - @25 Jet ] - (1- 0). —— 


iſt. | 
Andere Auflöfung. . Bei ver zweiten Auflöfungsmethobe der | 
Tten Aufgabe haben wir bemerkt, daff fich der gegenwärtige Werth ver 
Berfiherung von 1 Thaler, welche auf die in Rede ftehenden Perfo- 
nen lautet, zu dem gegenwärtigen Werthe der Werficherung einer per . 
petuirlichen Rente, welche bei der Auflöfung der Verbindung der m 


1 
überlebenden Perfonen zahlbar wird, wie 1: IT, verhält, und nad 


$. 30 ift der gegenwärtige Werth der Verficherung der perpetuirlichen 
Rente: 


——[1 — A Jet] — ABC. C.. X 
woraus offenbar folgt: 


— — ABC.) 


ü Umgekehrt, wenn man nach der erften Auflöfungsmethobe der vor 
bergehenden Aufgabe den Ausdruck für den gegenwärtigen Werth det 
Berfiherung von 1 Thaler auf die fraglichen Perfonen und fir diebe 1. 
Rimmte Zeit durch 1— v dividirt, fo erhält man: 


Afı-übe.. )t. 1-ABC... ] 


fuͤr den gegenwaͤrtigen Werth der Verſicherung einer perpetuirüchen La 
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te, welche bei der Auflöfung der Verbindung ber Iekten m übers 
enben Perſonen, vorausgeſetzt, daſſ dieſe Yufdfung vor Ablauf der. 
timmten Zeit geſchicbt, zahlbar wird, was mit $ 30. überein 
amt. | 


Aus 88. 33 u. 34 erbelet, daſſ der gegenwärtige Werth der jähre 
en, für diefe Verfiherung zu zahlenden Prämien durch: 


Pr. {AS * IIISG —— HAB C..J]]= 
+[1 - übe. 9 ]— (1 =) {AB C..]= 


1— abe... Jrt —(1—v). T1_abe.. Jt. “HABE. 1] 
ögebrüdt wird, und folglich iſt: | 


ah — 
Pr. 186. — er ee —tr—-1. (A) 
1 (abc...) + {ABC ] | 
Ebenfo erhellet, daſſ, wenn man nur eine Perfon A betrachtet: 


A] = (1 — art) — ¶ — 0) TA] = 
— 


und: 1— a,ot y 
Pr. Aue @) 
t, oder: | 
| | _ “, 
Pr. u) = ⸗ Lee. 


1A — o'(1-}°A) 
Wenn 2 nidht Heiner if, als die größte Verbindungodauer der m 
m m 
heuebenden VPerſonen, fo if (160.. )t - 0 un IA BC.. ]2 


56: C..., und in biefem Salle ftimmen die Formeln (u) u, (m’) in$.34 


18.36 wegen [AB IB...) _IRC-. überein, und baffelbe ift 
it den Sormeln (A) u. Ch’) in $. 35.0. 36 der Fall, weil alsdann 
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Pr. (ABC. €...]-Pr. IB... if. In denſelben Fade find au 
die Formeln (7) u. (2) in $. 35 u. 36 identifch. 

Menn bie Berfi cherung auf die Verbindung aller Perſonen lautet, 
jo iſt: 


abe Y=labe.. Je 
und: AÄBC..j=ABC.. J=ABC... 
— (abe... .KABC.. 3 
und folglich verwandelt fi in diefem Falle die Formel (m’) in: 


BG.. ISoſi te) 








a—g[ABC.. et ABC...) 
und die Formel (h’) in: 
— | 
— — — - 1. 
1+ABC.. Aue . af +ABC...)] 


Anfgefchobene orbenevertihernisen 


$. 37. Wenn die Lebensverfiherung um Z Sahre aufgeſchoben 
ift, d. h. wenn die verficherte Summe nur dann am Ende des Jahres ge⸗ 
zahlt wird, in welchen ſich die Verbindung der zn überlebenden Perfonen 
auflöft, wenn diefe Auflöfung erft nad) Verlauf der 2 Zabre erfolgt, 
fo wird der gegenwaͤrtige Werth der Verſicherung ausgedruͤckt durch: 


Ist@scH ee 


wo fih dad Summenzeihen Z auf die Werthe von 7 erfivedtt, welch 
größer. find, als Z, und wie in $. 33 ergibt fi ch, daſſ der vorhergehend 
Ausdruck dem folgenden: 


 olase Hs HABO-U-LABOE 
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Werth des Antrittögeldes, fo druͤkt AL-/)LE[ABE...] die außer 
diefem Antrittögelbe für die Berfiherung noch zu zahlende Summe aus, 
und die im Anfange jedes Jahres zu zahlende Pramie wird ausge⸗ 
druͤckt durch: 


— (abc... | 
an) — — 


1—(abc...)e. -+t[ABC...] BC] 
Wenn Z nicht Heiner ift, ald die größte Verbindungsdauer der m 
m 


überlebenden Perfonen, fo .ift die Antrittöfumme = /(UBE...) 
und die jährliche Prämie gleich: 


J mtl 
1--ABC,,. 


indem fi die Verſicherung auf die gefammte Berbindungsbatier der 
fraglichen Perfonen bezieht. 

$. 39. Gewöhnlich wird die jährliche Prämie für eine Berficherung 
im Anfange jeded Jahres gezahlt, und zwar bie erfte bei dem Abfchluffe 
ded Verfiherungscontracted; allein e5 wird nicht unnüß, fein den Werth 
der jährlichen Prämie für den Fall zu beflimmen, wo fie am Ende je 
des Sahres gezahlt wird, und zwar die erfte nach Verlauf eines Jahres, 
von der Zeit des WBerficherungdvertraged an gerechnet, 

Die Verſicherung fol von der gleichzeitigen Eriftenz der m über 
lebenden von zn +1 Perfonen abhängen und auf den Zeitraum von Z 
Jahren abgefchloffen fein. Ferner betrage die jährliche Prämie, welche 
am Ende jedes Jahres der gleichzeitigen Eriftenz der m überlebenden 
Perfonen zahlbar ift, D Thaler, fo daff folglich der gegenwärtige Ze 
talwerth der Werficherung dem gegenwärtigen Werthe einer Leibrente 
von „ Zhaler auf die Verbindung der Ießten m überlebenden Perſonen 
und für die beſtimmte Verſicherungszeit gleich if. Wir ‚haben alfo die 
Gleichung: 





‘ 


P.ABC)=[1-(@be..3]-0-0..ABC.] 63) 


woraus folgt: 
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m 
_ +Lı—(abde..)e.»*] It. “Jı 4 
m. “ 
t{ABC...] 


Berm nicht Meiner, als die größte Verbiribungddauer der m 
erlebenden Perfonen ift, fo wird die am Ende jeded Jahres für eine 
rficherung. auf die Verbindung der m überlebenden Perfonen und für 
° ganze Dauer diefer Verbindung zahlbare Prämie ausgedruͤckt durch: 


v 
P=—— tr —1. 
ABC... 





Wenn man nur eine Perfon A betrachtet, fo drüdt: 


ta 
(1 —— 9) 


r—-1=— 
j Ast, ta 
a 


v (1- at . ot) 


al 





+v—1 





e am Ende jebes Jahres für eine Verficherung auf diefe Perfon und 
f 2 Iahre zu zahlende Prämie aus, und die am Ende jedes Jahres 
hlbare Prämie für die Verſicherung auf biefelbe Perfon A und auf ' 
ve ganze Eebenddauer wird ausgedruͤckt durch: 


P=—Htr—1. 


$. 20. Sowohl aufgefchobene Leibrenten, als aufgeſchobene Lebens⸗ 
erſicherungen werden zuweilen in jaͤhrlichen Prämien während der Auf: 
hubözeit bezahlt, wo aber diefe jährlichen Zahlungen aufhören, fobald die 
Hreffende Perfon oder Verbindung von Perſonen innerhalb diefer Zeit 
loͤſcht. Wenn ber. gegenwärtige Totalwerth der aufgefchobenen Leib: 
ute mit I bezeichnet wird, fo muſſ die am Ende jedes Jahres zahle 
ue Prämie nach $. 39 gleich: 


v 


— — 
| {{ABC...] 
1, und wenn fie im Anfange jedes Sahres zahlbar ift, fo muß fie 


ich : 
20* 


4523 
V. 





12 zbc..jt.vt-Hi{ABC..] 


fein, wo 2 die Auffchubszeit bezeichnet 
Wenn fich die Leibrente blos auf eine Perſon A bezieht, und m 


2 Sabre aufgefhoben ift, fo ift 7 = ta. 


Wenn alfo bie jährliche Prämie am Ende jedes Jahres zahlbar 
ift, fo muſſ fie gleich; 


a 
— ol, ta 
a 


Ati 
[74 
und wenn fie im Anfange jebes Jahres zahlbar ift, gleich: 


17, 
[7 


—— o(ı-FiA) 


fein. 

Wenn die Leibrente von der Verbindung der letzten zr überleben: 
den von m-+-u Perfonen A, B,C,... abhängt und während ber 
gleichzeitigen Eriftenz der m’ Überlebenden von zn’ u” andern Perſo⸗ 
nen P,O,R,... aufgefhoben ift, wie in $. 28, fo erhält man 
durch Hinweglaflung der erſten Horizontalreihe ber allgemeinen Formel 
in $. 28, welche nur die einzelnen Combinationen der Erpectanten ent⸗ 
hält, und wenn man die Zeichen aller übrigen Glieder in die entgegen: 
gefetsten verwandelt, bie Größe, durch welche der gegenwärtige Total 
werth der aufgeſchobenen Leibrente dividirt werden muſſ, damit bei 
Quotient die Praͤmie ausdruͤckt, welche am Ende jedes Jahres der gleich 
zeitigen Exiſtenz der zn überlebenden Erpectanten und der 7’ überleben 
den Befiser gezahlt werden muſſ ($. 25 u. 28). Aber der fo erhalten 
Divifor ift offenbar seh: 


ABC... — Pi OR...|ABC.,., 


und um bie im -Anfange jebed Jahres des erwähnten Zeitraumes y 
zahlende Prämie zu erhalten, muſſ man biefen legten Diviſor um. W 
Einheit vermehren. 
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fchehen if. Es ift aber hierbei nicht nöthig, ſowohl Tafeln für bie 
Werthe der Leibrenten, ald für die der Lebensverſicherungen auf eine 
Verbindung von Perlonen zu berechnen; denn aus dem Obigen geht Hera 
vor, daſſ, wenn der Werth einer Leibrente auf irgend eine Anzahl von 
Perfonen beftimmt ift, fich der Werth einer Werficherung auf diefelben 
Perfonen leicht daraus ableiten läfft, und ebenfo leicht ließe fich umges - 
kehrt der Werth der Leibrente aus dem befannten Werthe ber Verſiche⸗ 
rung ableiten. 

Wenn die betrachteten Perſonen alle einander gleich ſind, ſo folgt 
aus den letzten Formeln offenbar: 


AA2A—AA, 
— 
AAA-SA—SAALAAA, 


—2., 
AAA=SAUU— 2 ALU 


und in Beziehung auf den allgemeinen Fall einer beliebigen Anzahl glei- 
cher Perfonen vergleiche man dad S. 419 Geſagte, was auch hier 
anwendbar iſt. 


Bon den Verſicherungen, welche von einer beſkimmten Ordnung 
des Ueberlebens abhängen. 


$..42. Bir wollen den Werth einer Summe beftimmen, melde 
bei der Erlöfhung einer Perfon, oder einer Verbindung von mehren 
Derfonen zahlbar ift, wofern das Abfterben dieſer Perfonen in einer 
vorher beftimmten Ordnung finttfindet. Die Bezeichnungen, welche 
wir bei biefer Unterſuchung anwenden wollen, ſind in folgendem Schema 
enthalten: 
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Der gegmmärtige Totalwerth von 1 Thaler, zahlbar am Ende ſſoll bezeichnet 
des Jahres, worin ſtirbt werden mit: 








fruͤher EB. 2 2 2 2 2 2 2 HAB 
1 
WtrasB . 2. 2 2 2 2 nn. AB 
A 2 
Jzuerſt von den drei Perfonen A, B,C. . 48 C 
zum zweiten.. en Aue 
entweder A, oder B zuerft von den drei Perfonen A, B, C x. ® E 
A zuerſt, oder zum zweiten von dieſen drei Perfonen . ABC 


die uͤberlebende der Jfrüher als die dritte Perfon C . . TBG 
beiden Perfonen A 8 


| —— 
und B ſpaͤter als dieſelbb.... ABC 
| 1.2 


$. 43, Aufgabe 8. Den gegenwärtigen Wertp Od von 
1 


1 Thlr. zu beſtimmen, welher am Ende de3 Jahres, worin 

die Perfon A flirbt, zahlbar ift, wofern eine andere Per- 

fon DB nod lebt. 

Auflöfung Aus $. 18 u. 19 erhellet, baff der Werth der 
Erwartung, am Ende ded rten Jahres 1 Xhaler zu erhalten, durch: 


lc bin 1 — (aba+ ——— u) en 


ı 1 
und der gefuhte Zotalmerth durch: 
b)n a,8b)n) „ 
42 [(e8.+ — Cr] eo” ($. 12) 


ı 1 
ausgedruͤckt wird. Folglich if: 
AB=Z AB+ 
1 





‚AB A ıB] 

ı8ı ‚5,4 

Hieraus folgt, wenn man C für B fubflituirt: 
Ac=4ac+ 2], 
4 


101 1061 
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und wenn man 2 für A febt: 


Bc= 1Be+ 2 — 2] 


16 


Schließt man wie in $$. 26 u. 27, fo erhellet aus dem Obigen, def 
für eine temporäre Verficherung: . 


12] = LIE AR A ‚B]] 
und für eine aufgefchobene: 
[AB=2[[48]+— [AB — [A ‚By] 


iſt. Wenn die beiden Perfonen einander gleich find, fo ift: 
‚AB_A;,B 


—__ = 
a, ıdı 





— und {tgl AIAA. 


Der Werth der idem Sale entfprechenden jaͤhrlichen Praͤmie wir 
reſp. ausgedruͤdt durch: 











| Ar AB 
Pr. x8=1| 191 — ($. 36) 


1 144 J— 
| [48% 
Pr. —_ 1 
j [AB]= itav’ 
Pr. 1X — 1 x 
K =, #8 


dv. h. 
1— (ab),o* + {{ ,AB] _— [A ‚B] 


—1 a 121 
Et 
$. 3 


Menn eine Summe einer Perfon P oder ihren Erben für t 
Fall, daſſ A früher ſtirbt, als B und einer Perſon Q oder ihren € 
ben für den Fall, daff 2 früher flirbt, ald A, verfichert ift, fo m 
diefe Summe offenbar bei der Auflöfung der Verbindung der Perfon 
A und B entweder an P, oder Q, ober an Ihre reſp. Erben gezal 
werden, ſo daſſ: 
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ABTABSB, 
folglich: AB= 8* AB, 
d. h. | 4B= B-AB+AB 


Penn drei Derfonen in Betracht fommen, fo befteht eine der größe 
ten Schwierigkeiten in der genauen Beſtimmung aller der möglichen 
Fälle und ihrer reſp. Wahrfcheinlichkeiten, in weldhen die verſicherte — 
Summe zahlbar ift; allein der Raum geftattet und bier nicht, in dieſe — 
Art von Aufgaben näher einzugehen. 


Dow deu Leibrenten auf fncceffive Befiger. 


8. 45. Aufgabe 10. Am Ende des Jahres, worin [AM 
die Verbindung der legten m überlebenden von m+L_— 
Derfonen 4, B,C,... auflöft, erhält die Perfon 7 ode = 
ihre Erben die Summe von 1 Xhaler und fommt zugleich 
in den Befiß einer KLeibrente von 1 Thaler, weldhe fi e 
während der gleichzeitigen Eriftenz der legten m’ übex- 
lebenden von m’--u’ andern Perfonen P, O, R,... zieh & 
und man foll den Werth ded Intereffes von Tbeftimment. | 

Auflöfung 1. Der Werth der Leibrente ift zur Zeit ihres Be⸗ 
mi 





ginnend — P O R... und der Totalwerth der ganzen Erwartung der 
m 


— — 
Derfon IT oder ihrer Erben zu der erwähnten Zeit ft =ı+P 0Q BR... 
folglich der gegenwärtige Merth ihres Intereſſes gleich: 


a+POR.. .) ISC..- 


(+POK-). -a—rABC.] @ 34) 


Auflöfung 2. Am Ende des Jahres, worin fi die Verbir® 
bung der Iesten rn überlebenden der m-+u Perſonen A, B,C,- - ' 
auflöft , iſt, der Werth des Intereſſes der Perſon I7 oder ihrer Erbe 


=1+P POR.. ., und ber Werth einer perpetuirlichen Leibrente von 
1 Thaler, deren erfte Jahresrente zu dieſer Zeit gezahlt wird, iſt fuͤr 
denſelben Zeitpunkt = 1 +— = -1L- —. Aber der gegenwaͤrtige 


ro 1— 


Perth des Intereſſes der Dedfon IT ‚verhält fich zu dem gegenwärtigen 
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Berge AR ;C. ... ber Anwartſchaft auf die pewetuirliche Rente, 
wie ı+POR... - u G. 436 ſu. 443) und ift folglich gleich: 


qm! 
(1+POR...) "_a—_yABC. ..], 
wie vorhin. 
Ebenſo erhellet, daff, wenn man nur eine Perfon A betrachtet, 
bei deren Zode die Perfon T, oder ihre Erben die Summe von 1 Tha⸗ 
Ier erhält und in den Beſitz einer Leibrente auf eine Perſon P, die 


alsdann beflimmt wird, kommt, der gegenwärtige Werth des Intereſſes 
Der Perfon 77 durch: 


(1+P)e—a—9A]=(1+A).(1+P)e—A(ı+P) 


 ausgebrüdt wird, und wenn man hierzu den Werth A der Leibrente 
für die erſte Perfon addirt, fo erhält man: 


(1 +A). (1+P).— AxP 
für den gegenwärtigen Werth des Intereſſes der beiden fucceffiven Bes 
ſitzer A und P. 
-Menn ftatt der Leibrente auf die Perfonn P,Q, R,... eine 
gewiſſe Rente für den Zeitraum von 9 Sahren gefeßt wird, die am 


Ende des Jahres zahlbar wird, worin fich die Berbinbung der Ichten 
m überlebenden von mu Perfonen A, B, C, ... auflöftz fo ers 


1— or - . 
bält man, wenn man den Merth e diefer geniffen Rente für den 





Zeitpunkt ihres Beginnend ftatt des Werthes PO re des Intereſſes 
der ernannten Nachfolger zu derſelben Zeit in die allgemeine Formel 
ſubſtituirt: 





fuͤr den acherwirtg- Werth des Intereſſes der Perſon IT. 
Wenn die gewiſſe Rente eine pewxenuiriche iſt, fo iſt S0 md 


der Werth bed Intereſſes ber Perfon II= — _—AB ABC..., was mit 
$. 20 u.34 übereinflimmt. 
8. 46. Aufgabe 11. Wenn ber gegenwärtige Berths 
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einer. Leibrente für n—1 fucceffive Befiger und bet 
Werth 5’ derfelben für den nten Befiger zur Zeit fein er 
Ernennung oder Nachfolge gegeben find, den gegenwä 
tigen Werth der Leibrente für diefen zten Befiger umıw 
den für alle 2 fucceffive Befiger zu finden. 

Auflöfung Wenn man wie bei der zweiten Auflöfung ber v or 
hergehenden Aufgabe fchließt, fo tft tlar, dafi der Werth der perpetlz ir: 


lichen Rente nach allen fucceffiven Befikern vor dem zten = 
ift, und daſſ fich verhält: . e 


— +2 sl +5). p—(a—v)s], 


und folglich ift: 


Aa+t9).Aa+Ne— sat). 


der gegenwärtige Werth des Intereſſes des nten Nachfolgerd, welche 
dem gegenwärtigen Werthe der Verficherung der Summe. von 14-5’ 
Thaler auf eine oder mehrere Perfonen , deren Intereffe denfelben Werth 
s hat, glei ift ($. 34), und wenn man hierzu den Werth s der In⸗ 
terejjen der a— 1 frühern Nachfolger addirt; fo erhält man: 


(1+s).(I+s)e—sxs’ 


für den Werth der Intereffen aller n Nachfolger. Oder wenn der Werth 
der Intereffen aller 2 Nachfolger vermittelft der Formel (148). (1 +’) 
»—sxs’ zuerſt beftimmt ift, fo erhält man durch Abzug von s o Der 
des gegebenen Werthes der Intereffen aller vorhergehenden Nachfolgge! 
den gegenwärtigen Werth des Intereſſes des nten Nachfolgers. 
8.47. Es fei 2 die Anzahl der Jahre, während welcher cine gewf gie 
mM 





Mente von dem Totalwerthe ABU... zahlbar fein muff ‚fo if: 


=-ABC... 





— 
— — 





r 1—o 


und: AUBE...=r— (1 —-VJABC...= tl. (8.34) 


Wenn alfo ber Werth einer Keibrente auf eine oder mehrere Pet” 
fonen gegeben ift, fo läfft fich der Werth einer Verfiherung auf D&E®* 
felben daraus ableiten, wenn man zuerft die Anzahl der Jahre izser 
gewiſſen Rente von demſelben Werthe als die Interefien ber gegebesse? 
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ner gewiffen Rente für den Zeitraum von © Iaheen, wo o=,’4+4+ 
U’ +1" + U". ‚tr i% ift. , 

. Wenn das Intereffe jedes Nachbolgers des gegenioärtigen Beſitzerẽ 
zur Zeit ihrer ſucceſſiven Ernennung dem Werthe einer gewiſſen Rente 
für den Zeitraum von 2’ Sahren gleih ift, fo ft o=!+v(@-1), 
und der gegenwärtige Werth der Intereſſen aller Nachfolger ift als: 

— ue+1 
dann = ii 





— 


Hieraus folgt ferner, daff der gegenwärtige Werth von 1 Tha— 
ler, welcher bei dem Tode des vten Nachfolgerd zahlbar iſt, —vot3 
ift, wo o denfelben Werth hat, wie vorhin. Ferner folgt aus der 
Vorhergehenden , daff, wenn dad Intereſſe jedes der 9 Nachfolger de 
jeßigen Beſitzers dem Werthe einer Leibrente auf jeden derfelben zur 
Zeit feiner Ernennung oder dem Werthe einer gewiffen Rente für # 
Jahre gleich ift, der Werth von 1 Thlr., welcher am Ende ded ah: 
red zahlbar ift, in welchem der lebte Nachfolger ſtirbt, — vEtttr(!t1) iſt. 

$. 48. Aufgabe 12. Ein Erbpahtcontract über ein 
Grundftüd lautet auf eine gewiffe Anzahl von Perfonen 
A,B,C,... und dad Pachtgeld beträgt s Thaler, mit der 
Bedingung, daff der Pächter und feine Nachfolger das 
Recht haben, den Contract bei bem Tode irgend einer 
ber Perfonen fortwährend wieder zu erneuern, wenn fie 
die Summe X zahlen; man foll den gegenwärtigen Lo 
talwerth des Pachtgeldes für dieſes Gut. beffimmen. 

Auflöfung Die Werthe der Intereffen der Perfonen , welche 
dad Gut gegenwärtig befigen, und derer, welche direct auf jebe ders 
felben refp. folgen, und die gewiſſen Renten, welche den Intereffen 
aller diefer Perfonen zur Beit ihrer reſp. Ernennungen reſp. gleich ſind, 
wollen wir mit: 


A, A, A", ut, etc. 

I U, 4, 8", ek. 

(B, B', B”, B'', etc. 

It, tv, t“, rw“, etc 

.1CG, C, C”, C", etc. 

T, U, Te, at, etc. 
etc. etc. ele. 


bezeichnen‘, fo erhellet aus $. 47, daſſ der, gegenwaͤrtige Bert aller 
Erneuerungsſummen des Contractes durch: 


2 
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ot orti Poſtuca Lehe. re) 

\ + ori (1+ gerri. 4 —RW 4 —A——— 4 eic.) 

+ giri 414 — 4 pitit2 4 ———— + etc.) 
 tete( etc. etc. etc. elc.) \ 


ausgedruͤckkt wird, und wenn hierzu die bei dem Abfchluffe des Con⸗ 
tracted gezahlte Summe s addirt wird, fo drüdt die Totalfumme den 
gegenwärtigen Totalwerth deflen aus, was die Pächter und ihre Nach⸗ 
folger für die immerwährende Benugung ded Grundſtuͤckes zahlen können. 
. Wenn die Berfonen, durch welche der Pachtcontract erneuert wird, 

alle einander und ihre Intereffen zur Zeit ihrer Ernennung dem Werthe 
einer gewiffen Rente für den Zeitraum von 2’ Zahren einzeln gleich find; 

fo ift der Totalwerth der Erbpacht glei: 
s+ ft Porti Porti + ete.).(1 ti pre Hı) Lose HH) L eic.), 
wo die Anzahl der Glieder zwifchen den erften Parenthefen der Anzahl 
der Perfonen, welche das Gut im Befis haben, gleich, und die Ans 
zahl der Glieder in den zweiten Parenthefen unbegrenzt ift, weil die Ers 
neuerung des Pachtcontracted. fortwährend ftattfindet. Aber vr + 
ort) Lust) ,,,, iſt der gegenwärtige Werth von 1 Thaler, 
welcher nach Verlauf jeder Periode von 2’ 1 Jahren zahlbar ift, und 
Da ein Kapital von 1 Thaler bei Zinfeszinfen nach Verlauf von +1 
Sahren =(1-+r)"! geworden ift, fo ift der Binfenbetrag für diefen 
Beitraum =(1 +)! — 1. Aber da fich verhält: 





241 
1 v 
a+nH —_1:11=21: ——- —o 
atnyt—ı 1— vr 
2+1 
ſo druͤckt ri die Summe aus, welde man bei Zinfeözinfen jegt 
1— v 


für 1 Thaler geben kann, der erft nach Verlauf von 21 Jahren 
dahlbar iſt, fo daſſ: 


1+ rt + v2@tı) set) L etc. ⸗ 
1-— 
iſt, und der obige Ausdrud für den Totalwerth der Erbpacht ift gleich: 


s+ — (rt Lothar) 


—— 
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oder: 





sr 


mar SCH) 


Wenn blos eine Perfon A das Gut im Befige hätte, fo wäre 
der vorhrrgehende Werth: 


ttı ' 
s+ I oder st- 


_ „et _ ‚ti ’ 





und wenn man hiervon die bei Abſchluſſ des Contractes gezahlte Sunme 
s-abzieht, fo drüdt: 





tt x 
IT ’ oder FL — 
1--i 1— „ti 


den gegenwärtigen Werth aller Erneuerungsſummen für ben fraglichen 
Sal aus. 

Menn die Anzahl der Perfonen, auf welche- fih die Pacht zuerft 
bezieht, = m ift, und jede, fowohl bei Abfchluff des Contractes, als 
fpäter bei den Erneuerungen ber in Betracht kommenden Perfonen — A 
ift, fo ifl dee Totalwerth der Pacht: 


mfX mf(1—rA 
-— sT an Kreta 
Setzt man den Totalwerth der Pacht: 
et a+ vet 2 gerhente + etc)-+- 
prti (1-+ prti 4 —Q Petc) - 
er Hot orte ec) 
etc. eic. eic. etc.|--s=p, 
ober gleich dem Werthe einer perpetuirlichen Rente, fo daſſ, wenn # 
den jährlichen Neinertrag des Gutes bezeichnet, P= — ift; fo Hat 
man: 


p—s 
Fake! + gti + rer —+etc)-+- Ki (1-+ vr arte —etc.)—+ etc. 


für die Summe, welche bei jeder Erneuerung gezahlt werben muſſ, 
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7 „wie, wenn bie Ermeuerungsperfonen alle einander gleich find, 


P—-)a-t) _P-)a- ft) 
PU Dre 2 Eee A-B+EHr.. 


verwandelt. 


Weiter können wir uns bier auf diefen Gegenftand nicht einlaffen, 
und wir verweilen daher diejenigen Leſer, welche umftändlichere Be- 
lehrung wünfchen, auf Fr. Baily’s Theorie der Lebensrenten, Lebens⸗ 


verficherungen u. f. w. Deutſch bearbeitet von Dr. C. H. Schnuſe. 
Beimar 1839, bei B. 3. Voigt. 


gootffen’s Deheſcheinlichteitet. ꝛc. 230 


Anhang I. 
Ton Der moralifchen Soffuung. 


Es iſt bereits in $. 24 bemerft worden, daſſ der Vortheil, we 
chen ein Gewinn Semandem verfchafft, von feinem Bermögenszuftende 
abhängig ift, und baffelbe gilt offenbar auch in Beziehung auf einem 
Beruf. So ift z B. die Summe von 100 Thalern für eine Per 
fon A, welhe 100000 Thaler im Vermögen hat, von keinem größe 
Vortheil, Feiner größern Wichtigkeit, oder keinem größern moraliſchen 
Werthe ald die Summe von 1 Thaler für eine Perfon B, die wur 
1000 Thaler im Vermögen hat. Hiernach ift ed natürlich, die Wich 
tigkeit einer Summe s für eine Perfon, deren Vermögen So ift, dem 


| Verhaͤltniſſe — proportional, alſo =m.— zu feßen, wo die Cor 


ftante zn für verfchiedene Zeiten, Derter, elc. verfchieden fein Tann. 

Nach diefer Anfiht der Sache ließe ſich alfo auc die Wichtigkeit 
oder der moralifche Werth des Vermoͤgens einer Perfon A, welches von 
dem anfänglichen Werthe v zu dem Werthe 77 angewachfen iſt, für 
diefe Perfon leicht beflimmen. Denn bezeichnen Ir dkarigr:-- in 
die fucceffiven Zuwaͤchſe des anfänglihen Vermögens v dieſer Perfon, 
bis es den Werth F erreicht hat, fo wird der moralifche Werth oder 
die Wichtigkeit ded Vermögens 7 für die Perfon A offenbar ausge 
druͤckt durch; 

1 Io 
m + St +1, re + =. 

Da aber im Allgemeinen die Sneremente 7, !yr dgu ... Me 
bekannt find, fo hat Daniel Bernoulli, um zu beftimmten Refuk 
taten zu gelangen, angenommen, fie feien ſaͤmmtlich unendlich Hein, 
daif, wenn allgemein = das anfängliche Vermögen ciner Perfon Abe 
zeichnet, Ja ein ſolches unendlich Meines Increment deffelben if umd 
der ınoralifche Werth) eined folhen Incrementes dx nad) dem Vorher | 


d 
gehenden folglich durch m— auögedrüdt wird. Die Wichtigkeit oder 


‘ 
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Summen 5, Sj, Sgr ... mit den reſp. Wahrfcheinlichleiten p, ?,, Par 
. ald Gewinne, oder Verlufte erwartet, fo iſt der Werth diefer Er⸗ 
wartungen nad) dem Principe der mathematifhen Hoffnung: 


EpysEp, Ss, EPaSaE .-- 


aber der moralifhe Werth diefer Erwartungen wirb für bie Per 
fon A nady dem Vorhergehenden audgedrüdt- durch: 


Y=m [> log ) +-p, log (=) +2, log (7°) 4 „| 


Bezeichnet nun 7 den Werth, welchen dad Vermögen der Perfon 4. 
in Folge dieſer Erwartungen bekommt, ſo iſt offenbar auch: 


Y=mlog (—) , 








n 


folglich: 
log(—-) = p log — +p log (= J Ze). 


oder: 











logV — logv = log +sP (#&s,)Pı (5,Pr. * 
— log vP+Pı!Pat- +» 


alle: VbsPbtsPibßhsyn.. yy 


weil o+p, +P2+:.-=1, und folglich Zog wHPıtP2t++ = logv 
ift, wenn, wie vorausgefeßt wird, 2, Pr, Par -.. die Wahrſchein⸗ 
lichkeiten aller möglichen Fälle bezeichnen. | 

Laplace hat die Differenz; — o die moralifche Hoffnung 
der Perfon 4 genannt, und wenn man den Werth — v nad den 
Potenzen von v entwidelt, und bei dem liebe mit den erften Poten- 
zen der ungewilfen Sunmen s, 5, , Sy, ... ſtehen bleibt, wenn nams 
lich diefe Summen gegen » fehr klein find; fo erhält man: 


PrPitatee PHP ıHPate 1 (Ds p,S; HPaSat..)—P 
oder: 
PSstPıSsıtPaS2t--., 


d. h. wenn die eventuellen Summen gegen das anfängliche Vermögen | 
einer Perfon A fehr Hein find, fo ift die moralifche veffnung der 
mathematiſchen gleich. 


V 
Aus dem Auddrude m log (- ) folgt ferner, daſſ diefelbe Summe 


s für dieſelbe Perfen A als Gewinn eine geringere Wichtigkeit hat, wie 
alß Beruf. Denn feßt man ſucceſſive = 0o+s, und V=e—s, fo if 


mlog (- = m|log(e+s)— log v] vie Wichtigkeit oder der mo: 


v 





raliſche Werth der Summe s ald 6 ewinn, und m log (—) — 


v 
m[log (#—s)— logo] die Wichtigkeit derfelben Summe s ald Ver: 
uf. Nun ift aber dem abfoluten Werthe nach: 


loge— log & — s)>log@+s— logo, 


weil bekanntlich die Unterfchiede der Logarithmen je zweier, um diefelbe 
Differenz verſchiedener Zahlen deſto Heiner find, je ‚größer dieſe Bahlen 
ſelbſt find. 

Hieraus folgt, daſſ fih die Vermögensumftände einer Perſon ver: 
ſchlechtern, wenn fie fi) auf ein Spiel einläfft, wobei die Wahrſchein⸗ 
Üichkeit, eine Summe s zu gewinnen, ebenfo groß ift, als bie fie zu 
derlieren, und zwar ift dieſe Verſchlechterung defto beträchtlicher, je ge 
Finger dad Bermögen der Perfon A ift. 

Diefed findet auch in dem allgemeinen Falle ftatt, wo die Wahr: 
Iheinlichkeiten, zu gewinnen und zu verlieren nicht einander gleich find, 
fondern fich nach der mathematifchen Hoffnung umgekehrt wie bie Ein⸗ 
füge verhalten. Denn bezeichnet v wieder dad Vermögen der betrach⸗ 
teten Perfon A, che fie dad Spiel eingeht, p die Wahrfcheinlichkeit, zu 
gewinnen und s den Einfaß, fo muſſ, damit das Spiel gleich ift, der 


Einfag des andern Spielers 5 fein. Wenn alfo die Perfon 





1- 
A das Spiel gewinnt, fo ift ihr Vermoͤgen + —Es mit der 


Wahrfcheinlichfeit p, und wenn fie das Spiel verliert, fo ift ihr Ver— 
mögen = —s mit der Wahrfcheinlichkeit (1 — p). Bezeichnet nun 
wieder / dad Vermögen der Perfon A in Zolge diefer Erwartungen, 
fo if: Ä . 


V= („+5 Ps)”, (y) 
p 
und um zu beweifen, daſſ: 


(+ +ızP ) (v —s5 ra 
p 





ar 


kann man doch die Frage aufmwerfen, wie groß die aufs Spiel zu 
zende Eumme fein kann, damit ‚bie damit verbundene Vermoͤgens⸗ 
minderung gegen dad Vermögen v einer Perfon im praftifchen Le: 
n ald ganz unerheblich betrachtet und außer Acht gelaffen werden kann. 

Wenn man den. zweiten Theil der Gleichung (y) in eine Reihe 
hwidelt, fo erhält man: 


(1—-p) | | 
te (z) 


b fol das Spiel, die Wette, erc. für die fragliche Perfon erlaubt 
1, fo muff ber Reihenausdruck (z) von v nur um eine Größe ver- 
ieden fein, welche gegen’ + fo Hein ift, daſſ fie vernachläffigt werben 
ae „41 1 _ 

m. Bezeichnen wir dieſe Groͤße mit —v (wo . 3. — = 1br. 
T00v, ele. if); fo muſſ: 

I Ps? = . 

2pev n 


1, und man erhält folglich die größte Summe s, welche die betrach⸗ 
e Perſon auf's Spiel ſetzen kann: 








Vermittelſt des Ausdruckes (y) kann man auch beſtimmen, wie 
5 die Wahrſcheinlichkeit p fein muͤſſe, damit die Perſon A ihr gan: 


1 
Vermögen 9 weniger einem zu vernadhläffigenden Theile 7 deſ⸗ 
ven, aufs Spiel ſetzen könnte. Zu dem Zwecke braucht man in dem 
sdrude (Y) nur (1-—)r für s zu feßen, wodurch derſelbe uͤber⸗ 


et in: 
1—p I\\P /1INI-P 
-(1+ (1 23) ) 
Yu nun dad Spiel für die Perfon A erlaubt fein, fo darf ihre Ver: 


1 
‚gensverfchlechterung nur eine zu vernachläffigende Größe _, betra⸗ 
1, d. h. es muſſ die Gleichung: 


—— 
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za Hyaytar-ı 


flattfinden, woraus der Werth von > abgeleitet werben mufl. 


. oder: 


1 
Seht man — = Toon” ‚ fo ergibt ſich: 
82303 ı v 
mut Tr Ta Be Str Ye * 


Wenn alſo unter 82304 Faͤllen nur ein unguͤnſtiger vorkommt, fo darf 
man das ganze Vermoͤgen eniger einer zu vernachlaͤſſigenden Summe aufs 


Spiel legen, fo daſſ gewiſſermaßen eine moralif che Geviß 





82304 


1 
beit "und 52304 eine moralifche Ungemiffpeit ausbrüdt, wenn | 
ı 1. 
= TI und die Bernoullifce Annahme in Beziehung auf den 
moraliſchen Werth des Geldes richtig iſt. 


Aus dem Vorhergehenden folgt auch, daſſ es vortheilhaft ijſt, fein 
Vermögen, oder einen Theil deſſelben, nicht derſelben Gefahr, es zu vers 
lieren, fondern mehrern, von einander unabhängigen Gefahren derjelben 
Art in mehrern Theilen audzufeßen. 


Wenn 3. B. ein Kaufmann von dam Vermögen v über See 
Waaren zu dem Betrage s erwartet, und die Wahrfcheinlichkeit, dafl 
das Schiff, worauf fich diefe Maaren befinden, ankommt, — p if; 
fo ift die mathematifhe Hoffnung des Kaufmanned =ps und feine 
moralifhe Hoffnung iſt nach dem VBorhergehenden: | 


C+P—v. 
pds pds , , | 
J= —— (wei P<D, 


plog +)<lge+p9, 








alfo: _ 
(v +sP<o+ps, 


273 
Igi: 0 
+sYP—-v<ps 

; fo geht bieraud hervor, daſſ die moralifhe Hoffnung des Kauf: 
Fan feiner ift, ald feine mathematifche Hoffnung. 

Wenn nun diefelben Waaren in gleichen Xheilen auf 7— Schiffe 
laden werben, mo für jedes bie Wahrſcheinlichkeit des Ankommens 
ich =p iſt, fo iſt das Vermögen des Kaufmannes, wenn alle r 
chiffe ankommen, =v-+-s, und bie Wahrfcheinlichkeit dieſes Ereigniſ⸗ 
Bit pr. Wenn nur r — 1 Schiffe anlommen, fo ift dad Ber: 
oͤgen des Kaufmanns 204 —s und die Wahrfcheinlichkeit dieſes 
veigniffes ift =rpr-ı(L —-p). Wen nur r — 2 She anlans 
m, fo ift dad Vermögen des Kaufmannes + NK 2), und bie 
Bahrfcheinlichkeit dieſes Ereigniſſes = = 1) ———pr=?(1 _n)2, u. ſ. f. 


yer Logarithmus des Werthes des Geſſuratrermoöͤgens des Raufman- 
es wird folglich nach dem Vorhergehenden autgebedt durch: 
oeV— [> —s) + 
r—]1 r—2 1 
en (1—p)? log (+ — LE 
— (-1)P"-?(1—p) , ((—N(r—2) ——— 


r—] 


v+ —⸗ 1. 2(0 


und wenn man hiervon den Logarithmus des Werthes des Vermoͤgens 
des Kaufmanned, wenn die in Rede fiehenden Waaren nur auf ein 
Schiff verladen find, naͤmlich: 


SE 


MR aulee Cd pU-p 
+ +s — 1.2.(4-s) r P⸗ 


chzieht, fo iſt der Unterſchied: 


r-ı fall pP | (-2)p-1(1-p) 
r zu r—1 +7 r—2 + | 














+5 + 
Offenbar pofiti. Es iſt alfo moraliſch vortheilhaft, die Waaren von 


art 


dem Werthe s auf mehrere Schiffe zu verladen, und zwar ift bie: 
Vortheil deſto größer, je größer die Anzahl r der Ediffe if. Wen 
die Anzahl r der Schiffe fehr groß ift, alfo der auf jedes kommend 
Theil der Waaren gegen dad fonftige Vermögen v_ de Kaufmamıe: 
fehr Mein, fo wird nad dem Obigen die moraliſche Hoffnung dei 
Kaufmanned feiner mathematiſchen gleich. 

Aus dem Vorhergehenden folgt ferner, daſſ es moralifch vortheil 
baft ift, eine ungewiffe Summe s, die man mit irgend einer Wahr: 
ſcheinlichkeit p erwartet, bei einer Verſicherungsanſtalt zu verſichern 
Denn erwartet z. B. ein Kaufmann von dem Vermögen v Waaren 
zu dem Betrage s über See mit der Wahrſcheinlichkeit p, fo if de 
Werth feined ganzen Vermögend, wenn er bie Summe .s nicht ver 


fiat: 
+59, 


und wenn er verfihert, fo muſſ er der Verficherungsanftalt a‘ _ - p)s 
zahlen, wofür er dann die Summe s ficher hat, fo daſſ alfo fein gan 
zes Bermögn =. s— (1—p)s=e+sp if. 

Nun ift aber nah dem vorhin Bewieſenen: 


+P<r+ps 


d. h. es iſt für den Kaufmann moralifch vortheilhaft, wenn er bie 
ungewifle Summe s verjihert und für die Verſicherung die Summe 
(1 —p)s zahlte Da aber die Verfiherungsanftalt wegen der Verwal 
tungöfoften, edc. für die Verficherung der Summe s mehr ald (1—p)S 
nehmen muff, fo muff man (1 — p)s-+u flatt (1 — p)s fetgen, unt 
der Werth von zw darf höchftens fo groß fein, daff: 


+sP=v+ps—u, 
alfo: u=v-4+ps — („+ s) 


if. Zahlt alfo der Kaufmann weniger ad (1—p)s+u, fo ift di 
Verſicherung für ihn von Vortheil. Hieraus geht hervor, daſſ die Ver 
fiherungsanftalten fich feldft einen gewillen Gewinn und den Verſicher 
ten zugleich einen moralifhen Vortheil verfchaffen können. 

Wir wollen dad Bernoulli’fhe Prinzip der moralifchen Hof] 
nung num noch auf die Aufgabe in $. 25 anwenden. 

Es fei v dad Vermögen der Perfon A vor dem Spiele und 
die Summe, weldye fie an die Perfon B zahlen muff, damit das Epi 
mathematifch gleich if, To ifl, wenn bei dem Iften, 2ten, sten, .. 
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miten Wurfe daB Wappen getroffen wird, das Wermögen ber Perſon 
4 tefp. gleich: 
-#—s#2), @—s-+}22), (v st 23)... rm 
and die reſp. MWahrfcheinlichkeiten find: 
1 1 ı 1 


7 N 32 ’ 25 or. 2m 
Der Werth des Vermoͤgens der Perfon -1 wird alſo, wenn ſte 


* auf das Spiel eingelaſſen hat, nach ben Bernoulliſchen Prin- 
zipe ausgedruͤckt durch: 


E 4 4 4 
25422 6 429% eo 5+29)%.,.0—5+2m®”. 
Seht man o se, fo 7 man folglich, wenn ſich bie Ver⸗ 


| mögenaumflände der Perfon -4 dur dad Eingehen des Spieles nicht 
ändern ſollen, offenbar die Gleichung: 


oo I — J * 
0o=(# +2)? (+29 +29... (+ 2m”, 


. 1 
Oder wenn man zz ſetzt: 


1 1 1 1 
— — 


wo die Factoren im zweiten Theile dieſer letzten Gleichung fortwaͤhrend 
abnehmen und die Einheit zur Grenze haben; denn wenn man die beis 
den Theile der Ungleichheit: 


ı 1 
+ 200)" > (1 Ham?" 
zur Drtigem Potenz erhebt, fo erhält man: 
1+2"1.0-4 220.02 >1-+2rtl.a, 
woraus dad Stattfinden berfelben erhellet, und ferner ift: 


our. —E— log (a+-- f 
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welcher letzte Ausbrud offenbar für r = oo gerſchwindet, ſo daſſ io 
lich für n=& der Ausdrud (1-4 2”. e) =1 wir. 


Wenn man in der Gleichung (5) die Baht m—=x& febt, fo da 
dad Spiel ohne Ende fortgeht, fo ift dieſes der für die Perfon 4 vor 
theilhaftefte Fall, und wenn v’ und folglich @ als befannt angenom- 
men werden, fo ninimt man bie Summe der Logarithmen von einer 
hinreichend großen Anzahl an — 1 der erſten Factoren im zweiten Theile 
der Gleichung (6), damit 2%. wenigftend — 10. if, und die Summe 
der Logarithmen der folgenden bis in’d unendliche fortlaufenden ac 
ren wird fehr nahe ausgedruͤckt durch: 


— log « „ErUBer, 0,4342945 
gi  gn—ı a.aR-ı 


Abdirt man dieſe beiden Summen zuſammen, ſo erhält man im 
Logarithmus von # +s=r, woraus fi alfo für das anfängliche Ber 
'mdßen 9 der Perfon A der Werth s ergibt; welchen die Perſon 4 
der Perfon B vor dem Spiele geben muſſ, damit der Wermögensur 
fland ber Perfon 3 ungeändert bleibt. Setzt man z. B. #'=10, 
fo findet man v=107,98 Thaler, fo daſſ bie Perfon A, wenn iht 
urfprüngliches Vermögen 107,89 Thaler beträgt, vernünftigermeife nr 
7,59 Thaler auf diefed Spiel fegen muſſ, während diefe Summe nad 
dem Prinzipe der mathematifchen Hoffnung unendlich groß wäre. 


ubang IM. 
r Die Wahrfcheinlichteit Der mittlern 
 Beobachtungsrefultate, 


ufgabe, welche wir hier behandeln wollen, ift bereits der Ges 

der Arbeit mehrerer Geometer und befonderd Laplace's, 
nterfuchungen uber dieſen intereſſanten Gegenftand man in der 

analylique des Probabilites (lv. I. chap. IV.) und in den 
ppiementen zu dieſem großen Werke findet, gewefen. Die All 
it der Analyfe Laplacc’d, die Wahrheit und die Wichtigkeit 
enflände, auf welche er fie angewandt hat, laffen ohne Zwei⸗ 
5 Mefentliches zu wuͤnſchen übrig; aber dennoch hat ed und 
n, daff einige Punkte diefer Theorie noch weiter entwidelt 
fönnten, und daff die bei Gelegenheit des Studiums derfelben 
n Bemerkungen die Schwierigkeiten aufklären und auch in der 
azicht ohne allen Nutzen fein Eönnten. - 


Es fei s die Anzahl der betrachteten Beobachtungen, 3 eine 
nd pofitive Zahl, und wir wollen annehmen, daſſ jede diefer 
tungen mit 2241 Fehlern behaftet fein kann, welche durch: 


, —-it1l,—.. —2,—1,0,1,2..2—1,: 


ct werden. Ferner wollen wir annehmen, daſſ die Wahrſchein⸗ 
yeffelben Fehlerd in diefer ganzen Beobachtungsreihe biefelbe fei; 
: eine dieſer Zahlen, welche pofitio, negativ oder Null iſt, und 
wollen wir die Wahrfcheinlichkeit des Fehler n bezeichnen; 
ı wir, da die Summe der Wahrfcheinlichkeiten aller möglichen 
ie Gewiſſheit ift: 

die Summe I auf alle Werthe des Fehlers n von n=— 3 
:7 erftredt. Es fei M die MWahrfcheinlichkeit, dafj die Summe 


er der s Beobachtungen = m iſt. Diefe Wahrfcheinlichkeit ift 
als die, mit s volllommen gleihen Würfeln, wovon jeber 


478 


27-41 Flächen hätte, die mit den Zahlen —d,... +7 bezeichn 
find und verſchiedene Grade der Wahrſcheinlichkeit haben, indem I d 
MWahrfcheinlichfeit für dad Treffen der Fläche mit der Zahl r ift, d 
Summe m zu werfen. Der. Werth von M ift alfo der Coefficient d 
mten Potenz von 2 in der Entwidelung der sten Potenz des Pol 
nomes: 

3(Nin), 


welches aus 224-1 Gliedern befteht, oder was daſſelbe ift das vi 
2 unabhängige Glied in der Entwidelung von: 


1-m[Z(N in) ] 


nach den Potenzen dieſer Veraͤnderlichen, wie ſolches aus ben erfl 
Regeln der Wahrſcheinlichkeitsrechnung folgt. 

Um diefed Glied zu erhalten, wollen wir, wie gewöhnlich, ‚du 
e die Baſis des Neperfchen Logarithmenfpflemes und mit m d 
Verhaͤltniſſ des Kreisumfanges ‚zum Durchmeſſer bezeichnen, und | 
merken, daſſ 


S:. eV 1go=o, oder = 2m 


ift, wo der erfte Werth ftattfindet, wenn 7° eine ganze pofitive ob 
negative Zahl, und der zweite, wenn n’— 0 iſt. Hieraus ergibt fi 
leicht, wenn man eV —1 für 2 in bie vorhergehende Größe febt, di 
dad gefuchte Glied, oder der Werth von M folgender ift: 


M=—- —J (ZN VI „mdy—ige, 


Es fei nun p die Baprfcheintichfeit, daff die Summe ber s s ge 
ler zwifchen zwei Zahlen u und w’ ‚liegt, fo ift far, daſſ der Ver 
von p» die von m=u bis m=u! genommene Summe der Wert! 
von M iftz aber zwifchen viefen Grenzen ift Die Summe der Vertl 

von er IV -1 glei: 

adv ZI _.-WHHIV TI . 
2V —1siny0 
"und man * folglich: 


pm (nei De Dv- mE ) 4 











— 
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.* : Da der mittlere Fehler der Quotient aus der Summe aller Feh⸗ 
la ımd ihrer Anzahl ift, fo ift diefe Wahrſcheinliehreit p ns die Wahr: 


Kheinlichleit, daff der. mittlere Fehler zwiſchen — und — — liegt. 


3. Um diefem lebten Ausbrude eine folhe Form zu geben, darf 
man die Zehler nad) unmerflichen Graden wachſen laflen kann, wollen 
wir dad Intervall, worin fie alle liegen, oder den pofitiven Ueberfchuff 
bed größten über den Heinften, mit 2a bezeichnen , und Ddaffelbe in 
254-1 gleiche Theile theilen, wovon @ einen ſolchen Theil bezeichnet 
ſo daff 20a —=(22?-+1)o if. Zu gleicher Zeit wollen wir: 


(27+1)0 _ 
„= 


ſehen, fo-ift N eine Function von x, welche wir durh @fr bezeich⸗ 
nen können, und ber Werth von > verwandelt ſich in: 


no=x, uvo=b—c, W"o=b-+4-c, 


p=— [zufze "Te day 1] ie)" a 


aa —— 





wo die Werthe von 7, auf welche ſich die Summe 3 bezieht, nach 
gleihen Incrementen — «@ zunehmen und fih vn e = — a bi r=a 


erſtrecken, und das Integral in Beziehung auf « von = — —— 
ii „irn? I: zu nehmen ift. Die Sehler der Beobachtungen wers 
den jet nicht mehr durch ganze Zahlen ausgedruͤckt, und > ift die Wahrs 
ſcheinlichkeit, daſſ die Summe der Fehler = der s Beobachtungen zwis 
hen die gegebenen Grenzen b— c und 5-+c fällt. Wir wollen nun 


annehmen, dafj 2 unendlich groß werde, ohne daſſ a, 5 und € auf 





hören, endliche und gegebene Größen zu fein, fo daſſ ZirDsn; * 


Sac iſt, die Grenzen in Beziehung auf @ gleich Zw und die Dif⸗ 
ferenz co unendlich Flein werden. Nimmt man aledann @ für dad Difs 
ferenzial von = und verwandelt die Summe 3 in ein beflimmted In⸗ 
tegral, fo. nimmt der Werth von „ folgende Form an: 


tl (Se pre ar)' eV sinca““ (1) 


Diefe Wahrfcheinlichkeit bezieht fih nun auf den Fall, wo die Be⸗ 
obachtungsfehler alle zwiſchen — a und —a liegende Größen haben 
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Binnen, und da ihre Anzahl unendlich groß iſt, fo iſt die Wahrſchein 
lichkeit La dx eines beliebigen x derfelben unendlich Hein. Die Im 
“tion kann jede belichige Form haben; fie kann continuirlich, og 
discontinuirlich fein, wofern alle Werthe derfelden von = — al 
z=a nur. pofitiv find und die Einheit nicht überfchreiten, And ihre 


Eunme, oder dad Integral f. ” „Jede! ift, welche Bedingung 


ausdruͤckt, daſſ jeder Fehler zuverläffig zwifchen die Grenzen Ha fällt. 
Wenn dieſe Function gegeben iſt, fo erhält man durch zwei ſut⸗ 
cefjive Integrationen den Zugehörigen Werth von p. 
Wenn man in der Gleichung (1) die Zahl s=1 fett, fo erhäll 
man die Wahrfcheinlichkeit : 


=ı/_ (/- JS? ri da) VI sinca, 


baff der Fehler einer einzigen Beobachtung zwifchen den Grenzen 5 — 
und 5+c liegt. Wenn nun dad Intervall von b— ce bi 5+ 
außerhalb der Grenzen Ha der möglichen Fehler faͤllt, d. h. wem fe 
wohl b— c, ald 5-+c größer oder Heiner, ald 4 ift, abgefehen vor 
Zeichen; fo ift Mar, daſſ diefer Werth von p=0 fein mufl, wogege 
diefe Wahrfcheinlichkeit zur Gewiffheit, oder =1 wird, wann ba 
Sntervall von 5b— ce bi8 5-+c dad Intervall von — a bis P a gast 
in fich fchließt. Und allgemein, wenn wir /x für alle nicht zwifhe 
ben Grenzen +a Viegende Werthe von = ad = 0 betrachten; fo mut 
fen wir haben: 
ötre 


=/,_JTEr 


Um über biefen Punkt die Richtigkeit unferer Analyfe zu zeigen 
wollen wir bemerben , daff fi der Werth von p, wenn man bie Orb 
nung der Integrationen nah und «& umkehrt, folgendermaßen aus 
druͤcken laͤſſt: 


Ve ee, dz. 





Aber es ift: 
© sinka 


jenachdem die Gonftante poſitiv oder negativ. ift, und der Unterſchi 
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der belden· Integrale in Beziehung auf @ iſt folglih =O, oder =, 
enachdem die beiden Größen 5+c— = und bc — x gleiche, ober 
enigegengefegte Zeichen haben. Das Integral in Beziehung auf x vers 
ſqwindet alfo für alle Werthe biefer Weränberlichen, welche entweber groͤ⸗ 
be, alb 5-+c und 5’—c, ober Meiner, als 5+e und d—c find, 
mb muſſ nur auf die zugleich zwiſchen den Grenzen Sa und zwifchen 
den Grenzen &— c, b-+c liegenden Werthe von x erfiredt werden. 
Ban man alfo Sz für alle außerhalb der Grenzen + liegende Wer— 
de von = als gleich Null betrachtet, fo hat man: + 


p=fy Sadz, 


wad bewielen werben ſollte. 


4. Che wir weiter gehen, wird es nicht unzwedmäßig fein, bie 
dormel (1) auf einige fpecielle Beifpiele anzuwenden. 


De einfachfte Fall iſt ver wo alle zwiſchen den Grenzen ta 














Die 


Gonfante und zwar =, — iſt: 
See Farm, 


p=- [, (== er osbade, 


welches Integral ſich für alle ganzzahligen Werthe von s durch bie bes 
ten Formeln unter enblicher Form erhalten laͤſſt. 
Zweitens wollen wir annehmen, daff . 





fe=zz” — 


fl, und daſſ die Grenzen Sa gleich E00 fein, fo wird der Be⸗ 
Yngıng / " fed==1 genügt, und man hat: 


Sr Tas; 
Folgiich: 


Yoiffon’s Vahrſchein lichkeitsr. et. a 


hie 
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da 
——— —— 
[| 


welcher Ausdruck fi) auf folgende dom bringen aͤſſt 


ref), © 4 Tensbocscade)de, Ä 


wo dad Integral in Beziehung auf € fo genommen wirb, ball es fen! 
c—=0 verfhmwindet. Das Integral in Beziehung auf & wird dur 
die bekannten Formeln erhalten, und nad) verrichteter Integration hat 


man: 
1 _b-)2? __ (te)? 
r=I=/(: s te s )de. 


Penn man b=b} Vs. und c=cVs: ſetzt, ſo erhaͤlt man: 


Pe]. "de 


Hieraus ficht man, daſſ, wenn die Grenzen A-&c, zwifchen welde 
die Summe der Zebler fallen muſſ, der Quadratwurzel aus der An: 
zahl s der Beobachtungen proportional find, die MWahrfcheinlichfeit p, 
daſſ dieſes flattfindet, in der hinfichtlih der Form der Function fx ges 
machten Vorausſetzung von diefer Zahl s unabhängig iſt. In berfel- 
ben Borausfegung entfpriht 30 der guößte Werth von > gegen b, 
was a priori einleuchtend war. 

Als letztes Beifpiel wollen wir 


1 


Jar») 











‚az 


nehmen, fo wirb bie Bedingung * Jrdr= 1 afuit. Ferner hat 
mean: . . . , " 


fr BT PER I, oder —es, 


jenachdem die Größe @ pofitie oder negativ ift, woraus folgt: 


2 . _ sinca | 
p=/ e "cosbe de, 
2,5 0 & 








9— | »t/(/” e" = cosbacoscada )de, 


wo das Integral in Beziehung auf c für c=0 verfchwindet. Wenn 
man bie Integration in Beziehung auf @ nach den gewöhnlichen Re 
geln verrichtet, fo erhält man: 


1 s " s 
Pr] (Gpu-atsFarg) 
und endlich: ‚ 
| 1 00 20s 
p =—are (tang= FR a)" 


Wenn man b=b"s, c=c's fest, fo liegt der mittlere Fehler 
jwifchen den Grenzen d’==c’, und die ihnen entiprechende Wahrſchein⸗ 
lichkeit p wird von der Anzahl der Beobachtungen s unabhängig. Hier⸗ 
aus folgt, daſſ in dieſein befondern Beifpiele der ‚mittlere Fehler nicht 
gegen Null, oder eine andere beflimmte Grenze convergirt, wenn die 
Anzahl der Beobachtungen s immer größer und größer wird, fondern 
daff, wie groß diefe Zahl auch fein mag, immer diefelbe Wahrfchein- 
üchkeit vorhanden ift, daſſ der zu befürchtende mittlere Fehler zwifchen 
gegebenen Grenzen liegt. 

5. Die imaginären Ausdrüde kommen nur fcheinbar im zweiten 
Zheile der Gleichung (1) vor, und man kann fie leicht daraus fort- 
ſchaffen. 

Es ſei zuvoͤrderſt: 


| (Si Szeosazdz)"+( [ Szsinazdz) =e8, 


und ferner: | 
1 a 
J[xcosaxdx=.cosp 
e — / 3 


1 ‚a U . 
—/ ‚Jzsinazd«=sıny. 
9 — a4 


Wenn man in der Formel (1) die Elemente des Integrales in 
Beziehung auf: @, welche gleichen und entgegengeſetzten Werthen die⸗ 
ſer Veraͤnderlichen entſprechen, zuſammennimmt, ſo verwandelt ſich dieſe 


Formel in: 
31* 
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MN Q "cos(p— ba) — (2) 
Die Größe e ift =1, wenn «=60 ift; aber er jeven andern Ber 


von @ ift fie Meiner ald 1. Denn dem Auöbrude von g? kann man | 
folgende Form geben: 


af“ Seomande ——— 


+[ f: sınazdx _ Se’ sinaz' da’. 


Since 5 





Verwandelt man jedes diefer beiden Producte einfacher Integrale in 
ein doppelte Integral, und dann die Summe ber beiden boppelten 
Integrale in ein einziges; fo erhält man: 


e=/_, J 2,122 c0@ - Nadade, 
welche Groͤße kleiner iſt, als: 
V „J-. Izfz' dædæ-, ober <1ı. 


Denn zieht man dad erfte doppelte Integral von dem zweiten ab, fo 
erhaͤlt man das Integral: 


ICA.. [1 — oos(x — )alfxfe dd, 


deſſen fämmtliche Elemente nach der Vorausſetzung pofitiv find, une 
‚welches folglich felbft eine pofitive Größe if. 


Diefe Bemerkung ift von Wichtigkeit und wird und dazu dienen, 
den Werth von p auf eine einfachere Form zu bringen, wenn die An- 
zahl s der Beobachtungen fchr groß ift. 

6. Wir wollen die Zahl s ald unendlich groß betrachten, fo daſſ 
die folgenden Formeln an diefer Grenze ftreng richtig und deſto mehr 
genähert find, je größer sit. Da nun die Größe g kleiner, ald 1 
ift, wenn die Weränderlihe « nit = 0 ift, fo folgt, daff die Potenz 
o° an der Grenze s=@ nur für unendlich Feine Werthe dieſer Ver⸗ 
änderlichen endlihe Werthe hat und unendlich Hein wird, ſobald « ei⸗ 
nen endlichen Werth hat. ntwidelt man alfo die Größe E nach den 
Potenzen von @, fo kann man bei den beiden erften Gliedern dieſer 
Reihe ſtehen bleiben, und wenn man: 





JS S#zd:=h,[“ fe22ds=k 


bt, fo erhält man auf dieſe Weife: 
e=1-—1(k' — k?2)o2., | 
Diefe Form ded Werthes von o laͤſſt jedoch in dem alle eine Aus⸗ 
ihme zu, wo bie Grenzen = unendli) find. Es ift alddann möglich, 
iſſ das zweite Glied der Entwidelung von g nach den Potenzen von & 
m die erſte Potenz biefer Veraͤnderlichen enthält, welche alsdann das 


ichen nicht mit c änderte, oder wenn man will +V a: ausdruͤckte. 
ieſes findet wirklich ſtatt, wenn 


fx» = —(a 4a) 


‚ wie wir im Ichten Beifpiele des 8. 4 geſehen haben. | 

Allein wir laffen diejen befontern Fall unberüdfichtigt, und ed 
uͤgt, die Urſache deſſelben angegeben zu haben, weil er ohne Zwei⸗ 
in der Prarid nicht vorkommt. 

Man könnte vielleicht auch befürchten, daſſ der Coefficient A — k2 
; zweiten Glieded von g Null würde, und man das folgende Glied 
Entwickelung, welches eine höhere Potenz von @, als die zweite 
bielte, beibehalten muͤſſte; allein es läfft fich leicht zeigen, daſſ 
le Größe 4’ — k2 immer pofitio iſt, welches nothwendig ift, damit 
<1 wird, und daſſ fie ferner niemald —=O fein kann. Denn wegen 


- JEde=1 bat man: 
k'—k2= 
feat de [* fatdr S.. fzxdz [: Sr z'dı' 
r was daffelbe ift: 
— k2— SI, VRRG, — a2) fe fa’ dede'. 
Ferner kann man: 


— SS. @2 ze) fafe'dede' 


m, und wenn man-für A’ — k2 die halbe Summe biefer Berthe 
,, fo erhält man bie pofltive Größe: 


” 456 


— k2- * [ "S. — fzfaı’dı de’ ‚ 


welche niemals = O wird, weil alle Elemente vieles doppelten Ira 
graled nothwendig pofitiv find. 


Nun wollen wir der Kürze wegen 
Lk’ — k2)—h? 


und * für @ feßen, fo erhalten wir: 


h? 
6-2) 

wo die neue Veränderliche 7 enbliche Werthe bekommen kann; aber von 
welcher Beſchaffenheit dieſe auch ſein moͤgen, ſo hat man an der Gren zZe 
5— 0 doch immer: | 

- 0"=e e-h’y°’ 5, 
Nach dem Werthe von sinp haben wir zu gleicher Zeit poke®ı 
und bie Gleichung (2) verwandelt ſich folglich in: 


d 
——— ey? cos (ks — b) Fe sin er 


oder was bafjelbe ift, in: 
BE RE osiks —b+2)-— dy\d 
= /(/, e cos(ks —— r) z, 


wo das Integral in Beziehung auf z von = — c bis z=e zu neh⸗ 
men iſt. Eigentlich dürfte man der Veränderlichen y nur endliche Wer- 
the beilegen; allein wegen des Erponentialfactord e-+"y" Tann man 
das betreffende Integral bis ind Unendliche erftreden, ohne einen merk— 
lihen Fehler zu befürchten, weil dieſer Factor für fehr große Werthe 
von Y fehr Elein wird. Dieied Integral wird alddann durch die bes 
Tannten Formeln erhalten, und man hat endlid: 


(ks-5+z)? 
— 1 / c u 4h?s d 
Pa V * ” (8) 


1. 
Wenn fx conftant nd = Fi ift, fo bat man: 





. 6 [4 
and folglich:. . — 
| = _ _: _3602® nt.” 
„= /3_ c “eo 2a°s dz 
- Benn die Grenzen Sa unendlich find, fo hat man in dem Falle, wo: 
1 —.2 
= .——e 
⸗ — 
f: 


| 1 2 | 
k=0, = /_, x?dı=}, 
woraus folgt: 
0 
p=—=/ | e ” dz, 


was mit dem zweiten Werthe von p in &. 3, welcher für alle Werthe 
von s ftattfinden muff, übereinflimmt. 
7. Zür denfelben Werth von c wird das Marimum von pin 
Beziehung auf 5 durd die Gleichung: 
- _(ks— dt:)? 


ee (ks—b-+-z)dz=0, 


c 


— 


eder wenn man die Integration verrichtet, durch folgende: 





(ks-— btc)? (ks— b— e)? 
135  Tan?s 
— —VÖ, 
welche ſich auf: 
e(ks— b) e(ks —b) 








_ ıh?s ght?s 
_£ 


rebueirt und b=ks gibt, beftimmt. Wenn man zu gleicher Zeit c— 
zhrV Ss fett, fo verwandelt ſich die Formel (3) in: 


2 —r? 
— —— e "dr, 
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wo dad Sntegral fo zu nehmen iſt, daſſ es für r=0 verſchwindet. 
Dieſes iſt die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die Summe der Fehler einer ſehr 


großen Anzahl s von Beobachtungen zwiſchen den Grenzen kst2 hrV.sı 


ehr h 
ober der mittlere Fchler zwiſchen den Grenzen k— 72 und k+S7 


liegt, fo daſſ, wenn die Größe ı r und die davon abhängige Wahrfcheins 


lichkeit dicfelben bleiben, fich dieſe Grenzen ohne Ende zufammenziehen, 


je größer s wird, und man kann diefe Zahl immer fo groß nehmen, 
daſſ man eine gegebene Wahrfcheinlichkeit hat, daſſ der mittlere Fehler 
beliebig wenig von der Größe X verfchieben ifl. Der durch die Gles 
hung (3) gegebene Werth von p nimmt von feinem Marimum an fehe 
ſchnell ab, und wenn 5 von ks nur noch um eine Größe verfchieben 


ift, welche etwas kleiner ift, als 75 fo iſt diefer Werth von p un⸗ 


merklich, wenn die Zahl s immer ald fehr groß vorausgeſetzt wird. 
So oft die pofitiven und negativen Fehler gleich möglich find, d. h. 
“wenn die Function fx für gleiche und entgegengefeßte Werthe von * 
diefeibe bleibt, ift die Größe A=0®, und der mittlere Fehler nähert 
ſich dieſem Werthe 0 ebenfalld- fortwährend, je größer die Anzahl. s 
der Beobachtungen wird. Aber wenn durch irgend eine conflante Ur: 
fahhe die Fehler in dem einen Sinne über die in dem andern dad Ueber: 
gewicht bekommen, fo ift die Größe k nicht mehr = O und ihr Werth 
muff befannt fein, um bie fefle Grenze angeben. zu koͤnnen, gegen 
welche der mittlere Fehler ohne Ende convergirt. Es ift Har, daſſ X, 
abgefehen vom Zeichen, nicht größer fein kann ald =; denn ber mittlere 


Sehler kann offenbar die Grenze der möglichen Sehler nicht uͤberſchrei⸗ 


ten. Hierzu ift erforderlich, daſſ A? <a? if, und in der That hat 
man? 


— — Vu fe zfzdaf ” zfatdzt 


=/__ _ „a2 — xz)fzfx'dıdı', 
eine voft tive Größe, weil alle Elemente dieſes doppelten Integrale po⸗ 
ſitiv ſind. 

8. Die vorhergehende Analyſe laͤſſt ſich auch leicht auf folgende 
Aufgabe anwenden, welche die vorhin geloͤſte als beſondern Fall unter 
ſich begreift. 

€ ſei E die Summe der Fehler von s Beobachtungen, indem 
jeder mit einem gegebenen Coefficienten multiplicirt iſt; die Fehler der 


\ 
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alle liegen müffen, in 2.41 gleiche Theile, jeder =@, theilen, un 
außerdem - 


no=xz, un Ob, wo=(b-+oJE, eine. 


fegen; fo braucht nur noch © unendlich Hein und 2 unendlich groß an 
genommen. zu werben, damit ſich die Fehler flefig ändern. An bieie 
Grenze werden die Integrale in Beziebung auf & von « = — bis 
san genommen, bie Summen 2 verwandeln. fi in beflimmte, von 
z=— abi z=a genommene Integrale, indem c dad Differenzial 
dx ausdrüdt, und wern man N=wfz feht, fo bat man 3. B.: 


zn Wi — Tg, 


Die übrigen Summen Z verwandeln ſich ebenfo in beſtimmte St 
tegrale, und wenn man: 


N, =of,z N,=of,x, ... N-ı=zof—iz% 
feßt, fo geht der Werth von p über in: 


Pla) [fe Tan). 
(See) 


und nach verrichteten Rebuctionen erhält man für den Werth von p! 
7) — 
—. Pe tevm sinca““, 
an n | .& 
Die Größe © ift aus dieſer Formel verſchwunden, und in de 
That iſt p die Wahrfcheinlichkeit, daſſ EE zwiſchen (b — c)& und 
(b-+c)E, oder daff die Summe Z zwilhen G — c) und (b-+c) liegt: 


was von @ nicht mehr abhängig if. Die imaginären Ausdrüde wer 
den aus diefer Formel weggeichafft, wenn man: 


(Sfzosrzedz) + ([? Szsinrzadz)’=g, Ä 
m] Szoosyzadr=oosp, 


\ 


Ben O1, Tır gr Sg»... bie Werte von: 0.’ unt.zp. bes 
men, wenn man in ben legtern Für y und fx fucceffive Y, und 
x, y2 und for, ele. fest, und außerdem: 


oe. 0103 - :—1 =AR, 
—86 ... +9;_} —P, 
verwandelt fi) ber Ausbrud von p in: 


| p=t/” Reos(y -ba)sinca@t, 
Y was baflelbe ift: 


=" (/ na bkende ar (4) 


Ale Zactoren von IR reduciren fih auf die Einheit, wenn — 0 
‚und es wird, wie in $. 5, bewieſen, daſſ ſie fuͤr jeden andern 
erth von & ſaͤmmtlich kleiner find, als 1. 

9. Um aus dieſer Formel Reſultate abzuleiten, welche praktiſchen 
itzen haben, wollen wir insbeſondere den Fall betrachten, wo die 
bs ſehr groß iſt, und als unendlich angeſehen werden kann. 
enn man in dieſem Falle durch 7 bie der Größen 0, 01, — even 
_ bezeichnet, welche fuͤr denſelben Werth von @ am wenigften von 
Einheit verfchieden ift, fo hat man A<r?, und folglich hat das 
oduct AR nur für unendlich Heine Werthe von @ enbliche Werthe. 
fer Schluſſ kann jedoch falfch fein, wenn die Coefficienten Y, Yı, 
1... eine fortwährend abnehmende Neihe bilden. Denn ed kann 
dann gefchehen, daſſ die Factoren @, O4, Qar . .. ohne Ende ges 
ı die Einheit convergiren, fo daſſ man den Factor 7 unter ihnen 
ht angeben fann, welcher fih der Einheit am meiften nähert, und 
folgtich möglich ift, daſſ das Product aus dieſen unendlich vielen 
ttoren für alle Werthe von & eine endliche Größe ifl. In dem fols 
den 6. werben wir ein Beilpiel dieſes befondern Falles anführen; 
ein in dem gegenwärtigen $. wollen wir ben allgemeinen Fall bes 
ihten, wo bad Product R für den Grenzwert S=@ unendlich 
in wird, ſobald man @ einen ‚endlichen Werth gibt. 

Zür einen beliebigen Inder 2 fei: 


N 
4k,— k2)=h®, an 
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[U] d 
„if 7 Teosbasinca E, 


welcher Ausdruck ſich auf folgende dom bringen Iäfft: 


„eff 4 Tenrbanwende)de, Ä 


wo dad Integral in Beziehung auf c fo genommen wird, baff es für 
c—0 verfhmindet. Das Integral in Beziehung auf & wird durch 
die bekannten Formeln erhalten, und nach verrichteter Integration hat . 
man: 
1 (5—«c)? (dt)? 
p=zl\e s te ® = de. 





Wenn man b=b'V s und c=c'V s fekt, fo erhält man: 


Pe [de 


Hieraus ficht man, daſſ, wenn die Grenzen bc, zwifchen welck 
die Summe der Fehler fallen muff, der Quadratwurzel aus der TE 
zahl s der Beobachtungen proportional find, die Wahrfcheinlichkeit 
daſſ dieſes ftattfindet, in der hinfichtlich der Form der Function fx g* 
machten Vorausſetzung von diefer Zahl s unabhängig if. In dei 
ben Borausiegung entfpriht 5=O ber geößte Werth von p gegen ⸗ 
was a priori einleuchtend war. 


Als letztes Beifpiel wollen wir 
‚az 


1 
"= ar) 


nehmen, fo wird die Bedingung * Frese erfült. Ferner ha 
man: 


a A 7. — 
/ yes Idz=e”, wr—e, 
u 


jenachdem die Größe « pofitio oder negativ ift, woraus folgt: 


2 OO as sinca 
p=/ e ""cosbe de, 
140 





vv 


pr/(S" #"osbaance da )de, 


wo daß Integral in Beziehung auf e für c=0O verſchwindet. Wenn 
man bie Integration in Beziehung auf @ nad den gewöhnlichen Re— 
geln verrichtet, fo erhält man: 


P=z [Grat ara) 
und endlich : 


1 2cs ) 
p= — are (tag = 3. . 


Wenn man b=b’s, c=c's fest, fo liegt der mittlere Fehler 
zwifchen den Grenzen 5’+c’, und die ihnen entiprechende  Wahrfcheins 
lichkeit p wird von der Anzahl der Beobachtungen s unabhängig. Hier⸗ 
aus folgt, daſſ in dieſein befondern Beifpiele der mittlere Fehler nicht 
gegen Null, oder eine andere beftiimmte Grenze convergirt, wenn die 
Anzahl der Beobachtungen s immer größer und größer wird, fondern 
Daff, wie groß biefe Zahl auch fein mag, immer diefelbe Wahrfchein- 
Aichkeit vorhanden ift, daſſ der zu befürchtende mittlere Fehler zwifchen 
gegebenen Grenzen liegt. 

5. Die imaginären Ausbrüde kommen nur fcheinbar im zweiten 
heile der Gleichung (1) vor, und man Fann fie leicht daraus fort- 
Tchaffen. 

Es fei zuvörderft: | 


| (Si fzeneadz)"+( [" Szsinaxdz) =e8, 


und ferner: | 
1 a 
ı/ J[xcosaxdxz=cosp 
Y — / 3 


j 1 .a oe } 
—/ ‚ Jesnaxzd«=siny. 
oy a 


:.  Benn man. in der Kormel (1) die Elemente ded Integraled in 

Beziehung auf. @, welche gleichen und. entgegengefegten Werthen bie= 

fer Beränderlichen entfprechen, zufammennimmt, fo verwandelt fich diefe 

Formel in: on | | 
sı* 
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unb das untere, werm :fie negativ iſt. Die Austrud von * 


gibt: 
fa Jzdz= JS Szdı=}, 


und genügt folglich der Bedingung / _ S® dz=1. Der zugehörige 
Werth von p, iſt: 


fe " de — 


und hiernady hat man: 


Hr wel DE a) 


Da nım die Anzahl der Factoren des Nennerd unendlich groß if, 
fo ift derfelbe nach der bekannten Zerlegungsart ber Erponentialgdfen 
in Producte dieſer Art gleich: 


To ra 


e? 2 


Man hat folglich unter endlicher Form: 


To 


, — hra_ ,— ra” 
und wenn man biefen Werth in die Formel (4) fubftituirt, 0 feht, 
und Die Snbegration in Beziehung auf z verrichtet; fo folgt: 
“smbr)e 7 .- sin(b— c) a da u 


v ehra _ Fr Fri 0 ezra__ ga | 





PZ 
Die genauen Werthe biefer Integrale ergeben fich aus einer bes 
kannten Formel, und der Werth von P verwandelt fi endlich in: 
et) _ 26-g)_] 
 2(e2etd41) 2re2&-gN Li) 


Diefed ift alfo die Mahrfcheintichkeit, daff der Werth von Z ober 
der ind Unendliche fortlaufenden Reihe: . - -- .® 


483 
: SS724:=h |” fe d<ı=k' 


it, fo erhält man anf dieſe Weife: 
| e=1-—1(k' — k?)a2, 

Diefe Form des Werthes von g läfft jedoch in dem Falle eine Aus: 
hme zu, wo bie Grenzen = unenblic) find. Es ift alddann möglich, 
N das zweite Glied der Entwidelung von g nad) den Potenzen von « 
r die erfte Potenz biefer Weränderlichen enthält, weiche alsdann das 


chen nicht mit & aͤnderte, oder wenn man will +V a: ausdruͤckte. 
eſes findet wirklich ſtatt, wenn 


fx» = —a 4a) 


‚ wie wir im Iehten Beifpiele des $. 4 gefehen haben. 

Allein wir laffen diejen befontern Fall unberüdfichtigt, und ed 
uͤgt, die Urfache deſſelben angegeben zu haben, weil er ohne Zwei⸗ 
in der Prarid nicht vorkommt. 

Man Eönnte vielleicht auch befürchten, daſſ der Coefficient A! — k2 
zweiten Gliedes von 0 Null würde, und man das folgende Glied 
Entwidelung, welches eine höhere Potenz von @, als bie zweite 
hielte, beibehalten muͤſſte; allein es läfft fich leicht zeigen, daſſ 
e Größe A’ — k2 immer pofitio ift, welches nothwendig ift, Damit 
<1 wird, und daſſ fie ferner niemald —O fein kann. Denn wegen 


| „Jede=1 bat man: 
k'— k2— 
Vræs dæ [fe de SZ. fzxdz / Sr z'dı' 
was daſſelbe ift: 
—k2— ST, Se — zı) fe fx dıde'. 
Ferner Fann man: 
v—2=/° [" Gerz) fafzdedz 


a, und wenn man-für — k2 die halbe Summe biefer Werthe 
‚ fo erhält man bie poſitive Größe: 











% 
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fett. Wenn O5, Tr Pa, Par». die Werthe von o und p bes 
zeihnen, wenn man in ben legtern für y und fx fucceffive y, und 
JS, Y2 und for, etc. fegt, und außerdem; 


0.0102 --- 9, =, 
+9, +9%+...-T9-1=% 
"fo verwandelt fi) der Ausdruck von p in: 


ee) 
p=—/ Rcos(v ba)sinea®®, 
b 4 0 . a 
ober was baffelbe ift: 


Pp=— /F. — Reos(w — b+za)da )dz. (4) 


_ Alle Factoren von I? reduciren fi) auf die Einheit, wenn — 0 
ft, und cd wird, wie in $. 5, bewiefen, daſſ fie für jeden andern 
Werth von © fämmtlich Heiner find, als 1. 


9. Um aus diefer Formel Refultate abzuleiten, welche praftifchen 
Pruben haben, wollen wir insbefondere den Zall betrachten, wo bie 
Bay s fehr groß ift, und ald unendlich angefchen werden kann. 
Wenn man in biefem alle durch r bie der Größen P, 91, kg, +» » 
Q,_, bezeichnet, weldhe für denfelben Werth non @ am wenigften von 
Der Einheit verfchieden ift, fo hat man A<r’, und folglich hat das 
Droduct A nur für unenvlich Beine Wertye von @ enblihe Werthe, 
Dieſer Schtuff kann jedoch falfch fein, wenn bie Coefficienten Y, Y,, 
Yar ... eine fortwährend abnehmende Neihe bilden. Denn ed fann 
dann, gefchehen, daſſ die Factoren O, O4, 0gr ... ohne Ende ges 
gm die Einheit convergiren, fo dafi man den Factor 7 unter ihnen 
nicht angeben kann, welcher fich der Einheit am meiften nähert, und 
6 folglich möglich ift, daff dad Product aus biefen unendlich vielen 
Sactoren für alle Werthe von & eine endliche Größe if. In dem fols 
genden $. werben wir ein Beiſpiel diefed befondern Falled anführen; 
allein in dem gegenwärtigen $. wollen wir den allgemeinen Fall bes 
trachten, wo bad Product R für den Grenzwert S=@ unendlich 
Hein wird, fobald man @ einen endlichen Werth gibt. 
Zür einen beliebigen Inder 2 fei: 


[nsfrdsh — 
3, — 
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außerbem wollen wir bemerken, daſſ 


JS: —— | 


ift, und jeden der Factoren von 72 nach den Potenzen von & entwi⸗ 
dein, indem wir nur die beiden erfien Glieder jeder Reihe beibehalten; 
fo erhalten wir: 


R=(1—y®hrasya —yihter)... (1—-Y2_,h}_,@2). 


Wir wollen — ſetzen, fo daſſ die neue Weränderlihe y 


eine enbliche Größe fein Tann, und wenn wir den Logarithmus von N 
nach den Potenzen diefer Beränderlichen entwideln, fo erhalten wir: 


4 h$ 
log R=—y: FUN _ pr —4iy au _ ee, 


wo fich die Summen Z von i=0 bi 2=s—1 erfireden.. Wenn 
man annimmt, daſſ die Größen y?h?, y? h?, y? h2, ... nicht 
ohne Ende zunehmen, und bezeichnet die größte derfelben durch H2, fo 
find diefe Summen 3 refp, Heiner als 5I12, sH4, sH®,... und 
folglich verfehwinden alle Glieder der Entwidelung von log R an ber 
Grenze s=@, mit Ausnahme des erften, und man hat bloß: 


— 2 
| log R=— — y22yFh}, alfo Ze 2 h 


Zu gleicher Zeit reduciren fih die Größen 9, 94, Par .. reſp. 
auf ayk, ayıkı, @Yygkz,... Man hat alle y=aZy,k, und 
die Formel (4) verwandelt fi in: 


Zr El ' eos (2y;R, 543 7edy]a: 


Wegen ber ſchnellen Abnahme der Elemente des Integrales in Bes 
ziehung auf Y Tann man baflelbe, ohne einen merklichen Fehler zu bes 
fürchten, von y=0 bis erſtrecken, fo daſſ man dieſes Inte⸗ 
gral unter endlicher Form erhalten kann, und man hat: 

_(Zy,k—b42)? 


1 - e — 
P=37 —— u da. (6 
Zür denfelben Werth von c entipricht dad Marimum von p in 





Beziehung auf 5 dem Werte b=zy,Äh;, und diefe Wahrſcheinlichkeit 
nimmt zu beiden Seiten ihres größten Werthes fehr fchnell ab, fo 
daſſ fie ganz unmorkiich wird, ſobald ſich 5 von Zy,k, um eine mit 


VE 7 ober * vergleichbare Größe entfernt. Wenn man 3* 
Zyık, und c=2rV 27? h? h? fest, fo erhält man: 


P=7- * d r, 
wo das Integral mit 7 anfängt. Diefes ift die Wahrfcheinlichkeit, daff 
die Summe E zwilhen den Grenzen: 


zysk,tarV zyphr, 
eder — E zwifhen den Grenzen: 
1 2 — 1 ®2r 
— ya —V Zyph} md — Zyyk,+—V zyph} 


llegt. Da ZyPh?<H2s iſt, fo folgt, daff man s immer fo groß 
nehmen kann, daſſ man eine gegebene Wahrſcheinlichkeit hat, daſſ —E 


beliebig wenig von der Größe —- zy;K, verſchieden iſt, welche letzte 


| 1 
Größe folglich der Werth von ——E bei einer unendlich großen Anz 


zahl von Beobachtungen fein würde. 

10. Um ein Beifpiel von der im vorhergehenden $. erwähnten Aus: 
nahme zu geben, wollen wir = © febßen, und annehmen, daſſ das 
Wahrſcheinlichkeitsgeſetz für alle Beobachtungen, fowie für gleiche und 
entgegengefebte Fehler daffelbe fei, fo dafl die Winkel 9, Py1, Pa,-.. 

in $. 8 verfchwinden. Serner wollen wey=1l, Yy=% Y=hb... 


und allgemein 4,= —— * ſetzen, woraus folgt: 


hai Ro 
a=2) F #008 7, 08 
Außerdem fei: 


x 


vi = er? ’ 
wo das obere Zeichen flattfindet, wenn die Weräuberliche ze alla, 


8 
und das untere, werm fie negativ iſt. Dleſer Austrud von nf: 


gibt: 
j frdz= ——— 


und genuͤgt folglich der Bedingung f. u BL; dz=1. Der zugehörig 
Werth von p, ift: 


a=ıf 2 es dee 


und hiernach hat man: 


er ORESTARERN, ars). =)...(14%) 


Da nım die Anzahl der Zactoren des Nenners unendlich groß if, | 
fo ift derfelbe nach der befannten Berlegungsart ber Erponentialgrößen 
in Producte diefer Art gleich: 


TO ra 


Tr Ger 


‘ 





Man bat folglich unter endlicher Form: 
no 
. = dee_,- „4ra’ | 
und wenn man biefen Werth in die Formel (4) fubftituirt, yo feht 
und Die Sntegrafion in Beziehung auf 2 verrichtet; fo folgt: 
P= “selbe 7 da _ SE da. 
. 0 ehra _ „aa 0 .gra_.— tra 


Die genauen Werthe diefer Integrale ergeben ſich aus einer be 
kannten Formel, und der Werth von > verwandelt fich endlich in: 


.2(öte) _ ] .2(&-0) —1 
zu 2 (et) 1) 2 (e226- ) 1) 


Dieſes iſt alſo die Wahrſcheinlichkeit, daſſ der Werth von EZ ode 
der in Unenbliche fortlaufenden Reihe: . -- eo. 
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e+le, +42, +12, +... 


zwifhen O — 4 und 5-+a liegt. Wenn man 5=0 fekt, fo rebucirt 
ſich diefe Wahrfcheinlichkeit auf: 


1-e 


1-re %° 


— Ic 





PZ= 


Hieraus folgt, daſſ, ohne für c eine fehr große Zahl nehmen zu 
müffen, indem man 3. B. c>5 febt, eine fi der Gewiſſheit fehr 
nähernde Wahrfcheinlichfeit vorhanden ift, daſſ die Summe E zwifchen 
den Grenzen ec liegt. Seht man 5=0, fo hat man: 


_ 1 — e 2c 

 2(ıte-2) 
für die Wahrfcheinlichkeit, daſſ E zwilchen den Grenzen e und 20 
liegt, welche, wie man fieht, halb fo groß ift, als die vorhergehende, 


Wenn das Wahricheinlichkeitögefeß daffelbe ift, wie in dem eben 
betrachteten Beifpiele, und man nimmt für die Eoefficienten Y, Yy: Ya, 


... bie Reibe 1, #4, 4, . .., fo findet man, daſſ fich die Formel (4) 
in folgende verwandelt: 


p= /“, ([ 2 cos(b— z)a “ de )dz: 
Fre + he ; 
aber man hat: 
” _cos(b— 2)a 2 
da= — —, 
J. Ara .—tra ii eb -2)L.-26-32) 
fo. daſſ man bie Integration in Beziehung auf z verrichten Tann, 


und 


5 26- c) 


p=— > [are (lang = )-— arc (tang= era] 


für die Baprfeintitei erhält, daſſ der Werth der ins Unendliche fort: 
laufenden Reihe: 
+38, +42, +42:+ .. 
zwifchen ben Grenzen b-cewub bc liegt. 
Zür 30 verwandelt fi) diefer Werth von p in: 
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Paz [aretung=e )—ateltang=e” 29)] | 
26 


=20,, 


welche Größe fehr wenig von der Einheit verfchieden ift, wen ce 
keine fehr große Zahl, aber doch größer, ald 5 oder 6 Einheite 
Zür b=c wird biefer Werth von p halb fo groß oder gleich: 


= 124 are (lang =e 
— 


1 — arc (lang = Fi) 


Wenn man diefe Refultate mit dem im vorhergehenden $. 
gleicht, fo ſieht man, daſſ die Wahrfcheinlichleiten der Werthe vo 
ſehr verichieden find, jenachdem die Goefficienten Y, Yı + Yar - - - 
abnehmende unendliche Reihe bilden, oder alle einen endlichen 2 
haben, wie in dem Folgenden vorausgeſetzt werden ſoll. 

31. In den meiſten Faͤllen iſt die unmittelbar durch die 
achtungen gegebene Größe nicht die unbekannte Größe felbft, ı 
man beflimmen will, fondern eine Function berfelben, deren Wert 
von einer Beobachtung zur andern ändert. Sollen aber die Red 
gen, befonders bei einer fehr großen Anzahl von Beobachtungen, 
unausführbar fein, fo muſſ diefe Zunction eine lineare fein, i 
die Unbefannte ſchon binreichend genau bekannt ift, damit die | 
vorzunehmende Gorrection fehr Hein wird. und die höhern Potenzen 
felben als die erfte vernachläffigt werden Eünnen, fo daſſ die Zur 
in Beziehung auf diefe Correction, welche alddann die wirkliche 
kannte Größe der Aufgabe ift, linear wire. Wir wollen fie du 
bezeichnen, durch A, den Näherungswerth der der (d-+1)ten Ber 
tung entfprechenden Function, durh A, ug, ihren verbefferten V 
durch B, den durch diefe Beobachtung gegebenen Werth berfelbeni 
tion, und, wie im Vorhergehenden, durch e, den unbebannten { 
diefer Beobachtung; fo haben wir auf diefe Weife: 


B,+2,;=A tugy 


und wenn wir: 
B, —A 8, 


fegen, fo daſſ o der Unterfchied zwifchen dem beobachteten und 
fhon befannten Näherungöwerthe ift, fo verwandelt fich bie ve 
gehende Gleichung in: 

mut, 


- Eine ähnliche Gleichung erhält man für jebe ber betrachteten s 
Beobachtungen; bie Eoefficinten 9, 9, , 9a, +... und bie Größen 
6,6,,62, .. . find in jedem befondern Falle gegeben, und es fommt 
alsdann darauf an, aus diefem Syſteme von Gleichungen den am mei- 
ften von den Beobachtungöfehlern befreiten Werth der gefuchten Größe 
abzuleiten. 

Zu dem Zwede wollen wir diefe Gleichungen refp. durch die Goef- 
fieinten Y, Yır Ya r . multipliciren, und dann alle zufammenadbdi- 
ren, fo erhalten wir; 

Fzu3y4— 21%, 
wo fihb bie Summen 3, wie im Worbergehenden, von 2=0 bi8 


ı=s—1 erftreden. Je mehr s zunimmt, deſto mehr nähert fich —E \ 


dem Berthe vik. und der Werth, welchem ſich u zu gleicher 
et it athen, M folglich: 

R ‚ZN% zrniki 

u= — 

27,4, 1, riqi 

und wenn man dieſen Werth für z nimmt, fo druͤckt Vz fe er. dr 


Die Wahrfcheinlichleit aus, daſſ der zu befürchtende Fehler ober der 
Anterfchied zwifchen diefem und dem wahren Werthe von z zwifchen 
Den Grenzen: 


Ö 





arV = 7? h? 
FL ir 
Ubegt. 

- Bei derfelben Mahrfcheinlichkeit ift alfo der zu befürchtende” Fehler 
Defio Heiner, je Heiner der Coefficient von 7 in diefem Ausdrude iſt. 
Mean muff alfo das Syftem von Zactoren Y, Yyr Ya +». wählen, 
Fürz welches der Werth dieſes Coefficienten ein Minimum wird, und 
wenn man fein Differenzial in Beziehung auf irgend einen en Goefficienten 
—9 fest; fo erhält man: 


a a ed 

woraus folgt: 
a Mi 

ati It PER " Y- [77 ’ j 

Yoiffon’s Wahrſcheinlichkeitsr. etc. 33 


wo 4 ein conftanter, den fämmtlichen Factoren %, Ya, Yar -:. ge 
meinfchaftlicher Coefficient ift, welcher ganz willlürlich bleibt, wie man 
fiebt, wenn man diefen Ausdrud von Y, in die vorhergehende Glei⸗ 
hung fubftituirt. Der Werth von w verwandelt ſich alddann in« 





4%; gik: 
253 Im. 
u= * 73 (7) 
MR 3 
. h? h2. 
s 1 


und die Grenzen des zu befuͤrchtenden Fehlers find: 
| ar 
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12. Sn dem befondern Falle, wo bie Fehlerwahrſcheinlichkeit kw 
alle Beobachtungen biefelbe ift, und wo folglich alle die Größen A 
Rh, har... , fowie die Größen A, Ä,, kz,, .e.. einander gleich⸗ 
find, bat man "blos: | 


+ 








Er 


2% —— 8) 


und für die Grenzen des zu seubtenben Fehlen: 
erh 
*57 


Wenn die Coefficienten G, 91, Ga, ... eine ahnehmende un⸗ 
enbliche Reihe bildeten, wie 5. B. die Reihe 1, 4, 4, ..., fo hätte 
man: 





— =. 





und die Grenzen hätten folglich einen, endlichen Merth ——— 
ſtatt ſich immer mehr zuſammenzuziehen, je groͤßer die Anzahl der Be⸗ 
obachtungen wird. Allein man muſſ bemerken, daſſ die Coefficien⸗ 
ten Y, Yyr Yar +» «, da fie den Coefficienten 9, 91 Jar Jar --» 
proportional find, auch⸗ eine abnehmende unendliche Reihe. bilden wuͤr⸗ 
den, fo daſſ, da dieſer Fall unter die in $. 11 erwähnte Ausnahme 
gehört, die eben gefundenen Formeln nicht darauf anwendbar find. 


J 
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, Dem wenn man daſſelbe Wahrſcheinlichkeitsgeſetz für. die Fehler an⸗ 
ame, wie in biefem $., fo hätte man: 


h= =0, nl 2 22221. 





- Da nun + er ° die Grenzen ded Zehlerd von u find, fo wären 


,,.2rV6 2 | 
die des Werthes von E gleich E Vv 277 oder *75 und die ent⸗ 


ſprechende Wahrſcheinlichkeit wuͤrde audgebriidt durch: 





an . 
1— e V 6 

S 
arn 
1te vV$ 


während: fie nach den vorhergehenden Formeln durch das mit 7 anfan- 
gende Integral: 
LE [ e "dr 
“. 
ausgedruͤckt wuͤrde. | 
Wenn derſelbe Zebler in der ganzen Beobachtungsreihe wieder als 
gleich, wahrfcheinlih und die Coefficienten Y, Yır Ya, -.. alle der 


. Einheit glei angenommen werben, fo wird der aus der er Gleichung (6) 
abgeleitete Beth von u ausgebrüdt durch: 


30; , ks 
= -— + .(9 
24 2% (9) 


und die Grenzen des mit der Wahrſcheinlichkeit 7 —9 e "dr zu be⸗ 
fürchtenden Fehlers ſind: 
. ——— 


2g; 


N 


Diefe Grenzen Finnen nicht fo eng fein, ald die, welche der or: 
mel (8) entiprechen, für welche ihre Ausdehnung ein Minimum ift. 
Es muſſ alfo, abgefehen von Zeichen, dad Verhaͤltniſſ: 


32° 
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14. Wir wollen nun annehmen, daſſ die betrachteten s Beobach⸗ 
tungen aus mehrern Gruppen beftehen, wo in jeder dad Wahrſchein⸗ 
lchkeitsgeſetz der Fehler daſſelbe iſt. In der erſten Gruppe fei.s’ die 
Anzahl der Beobachtungen und A, K die Werthe von As, ki, in der 
zweiten Gruppe. 8, A’, k' die analogen Größen, u. f. f. fo haben 
wir “ ‚der Formel (7): | | | 


77 + 8 'qyösteic-+ ee gutete. - 
u 


ı»:% + 297 +ete 





und Die Grenzen des mit: der Bepgeniäi 








e "dr 
zu efünßtenbe Beim —* : 
+2r 
— J ö— — 
son: 924,52" 92 tete. 


wo fich die Summe 2 auf die erſte Beobachtungsgrupne 2 auf die 
zweite, elc...erfiredt, 

Diefer Werth von z feht nicht voraus, daſſ die Zapfen. st, si.c. 
fehr groß find, und es iſt zu feiner Anwendung nur. erforderlich, daff 
ihre Summe ober die Zahl s. aller Beobachtungen fehr groß if. Wenn 
man, obgleich die Zahlen A, nicht nothwendig fehr groß find, 
den Werth von w nad) ber Regel im vorhergehenden $. für jede Be— 
obachtungsgruppe beſonders beſtimmt, und die Reſulta der Iſten, 2ten, 
stm, ... Beobachtungsreihe mit U,U, U"”,,.. bezeichnet, fo daſſ: 


Urg=rg&t+krg, | 
U Sg? = 2140,42" q,, 
eic, 


| iſt, und man “ ferner ber Kürze wegen: 
Lyg= gg, ee 


ſo verwandelt fich der vorhergehende Werth von u in: 
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_8U-+E'U-+g" U" etc. 
BE he es 
welche Formel alfo zur Berechnung ded Werthed von zu nad mehren —8 
Gruppen verſchiedenartiger Beobachtungen dient, wenn bie durch pie | 
Regel im vorhergehenden $. gegebenen Werthe von z und die Größe \ 
g, ee, eg", ... für alle diefe Beobachtungsgruppen bekannt find. >= 
gleicher Zeit nehmen die Grenzen ded mit der obigen Wahrſcheinlichke m̃i 
zu befuͤrchtenden Fehlers folgende Form an: 
. 522r J 
Ve-ts'+8s"+ etc. 
15. Die Anwendung der vorhergehenden Formeln fordert, dar M 
“ man bie beiden Größen k und A für jede Art von Beobachtungen kenne. — 
nämlich die Größe A, um den Werth der Unbelannten bilden und diem 
Größe A um die Grenzen des an diefem Werthe mit einer beftimm—= 
ten Wahrfcheinlichkeit zu befürchtenden Fehlers fchäten zu können. - Die ⸗ 
natürlichfie Vorausſetzung, welche man in Beziehung auf die erſte ie 
fer beiden Größen machen Kann, beſteht offenbar darin, fie als Nul 
oder die pofitiven und negativen Fehler ald gleich möglich zu betrachten; 
aber wenn diefe Gleichheit nicht: ftattfindet, fo ift auch nicht A=0, — 
und in fehr vielen Fällen Tann man den wahren Werth von K auf fir — 
gende Weiſe beftimmen. 
Geſetzt, man wendete fucceffioe zwei verfhiebene Syſteme von Coef⸗ — 


ficienten y, Yı, Yar -.. und y, Yı, Lg +. . an, und hätte bie 
beiden Gleichungen: 





ZyyZuzyy—Zydır 
Sys =u2y, 4—2Yıd | 
gebildet, fo erhielte man, wenn man die erfte mit zyl, und die zweite 
mit ZY,g, multiplicirt und dann die Refultate von einander abzieht: 

Ivy 43 n2Y9 — Zr r2Yıdı 

wo der Kürze wegen: 

Nr N — ri 
geſetzt iſt. Num findet aber nach dem Obigen ($. 9) die Wahrfchein- 
lichkeit 75 e"” dr fatt, daſſ die Summe Iy/e, zwiſchen ben 
Grenzen: " . 





kzyy +2rhV zyV? 


Kegt, indem das Wahrſcheinlichkeitsgeſetz bei allen Beobachtungen als 
daſſelbe und ihre Anzahl s als fehe groß vorausgefegt if. Wenn man 
Azyr für den Werth diefer Summe nimmt, fo wird der correfpon= 


dirende Werth von k ausgedruͤckt durch: 
x— νν gi 1:0; 
27 
unb die Grenzen des an dieſem Werthe mit der obigen Wahrſcheinlich⸗ 
keit zu befuͤrchtenden Fehlers ſind: 
„arıV 27% 
37. 

Solite das ntervall biefer Grenzen ein Minimum werden, fo 
muͤſſte yy in Beziehung auf 2 conftant fein; aber es ift leicht einzu= 
ſehen, va bie Eoefficienten y, und yz nicht fo befchaffen fein können, 
daſſ diefes- ftattfindet. 

Wenn man den einen dieſer beiden Coefficienten als conftant und 
den andern ald g, proportional betrachtet, fo hat man; 

y =u(429—-297), 
wo 1 eine von 2 unabhängige Größe ift. Hieraus folgt: 
Sy? — u? [s(2y? 2 — (2q,)? 292] =u2 42297, 
sy =u[2gp? —s2g?]=—u4, 
wo 42 diefelbe Bedeutung wie in 8.12 hat. Der Werth von k und 
die Grenzen des zu befürchtenden Fehlers find folglich: 


Zu: — 30? 26; | arı Vz 
kz % — 9, nd + - N, 





2 — 
und die entſprechende Wahrſcheinlichkeit iſt wieder =77; f ed r. 


Penn die Summe, welche A? ausbrüdt, gegen 297 fehr groß 
ift, fo wird der Werth von A mit derfelben Genauigkeit als die Un- 
befannte zz beftimmt; aber wenn die Eoefficientn 9, 9, , 92, ++». 
einander gleich, ober wenn ihre Unterfchiebe nur fehr ein find, fo wird 
die Größe 4= 0, ober fehr Hein, und die Grenzen ded an dem Werthe 
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von AK zu befürchtenden Zehlers finden nicht mehr ftatt, fo baff 
alsdann k durch Fein Mittel mehr beftimmen kann. 

Wenn die betrachteten Beobacdjtungen die Beftimmung des 
fieienten einer periodifchen Ungleichheit zum Zwecke haben und fie 
faſſen die ganze Ausdehnung diefer Periode, fo nähert fih die Si 
ber Eoefficienten 7, 94, 92, ... immer mehr und mehr dem Ü 
Null, in eine je größere Anzahl von Xheilen dieſe Periode getheilt, 
je größer die Anzahl der Beobachtungen if. Wenn man alfo Zg, 
nahläffigt, fo hat man 42=s2g?, und der Werth von %, Tom 
Grenzen: des zu befürchtenden Fehlers rebnciren fi fic) reſp. auf: 


Dividirt man alſo in dieſem Falle die Summe der Groͤß 
Ö,,d2,... durch ihre Anzahl, fo ergibt: ſich unmittelbar, vl 
Größe einen merklichen Werth hat, und der mit -entgegengefi 
Zeichen genommene. Quotient prüdt diefen Werth fehr genau aus. 

16. Statt diefe Größe zu beflimmen, koͤnnte man fie aus 
Werthe, von u zu eliminiren .fuchen. Bu dem Zwecke wollen wi 
durch die Formel (6) ‚gegebenen allgemeinen Ausdrud von u v 
betrachten. Wenn man annimmt, daſſ die Größen Ic, und A, fü 
Beobachtungen diefelben find‘, fo verwandeln fich biefer Ausdrud 
bie ſich darauf beziehenden Sehlergrenzen refp. in: 

_ Zr Zn | Herr d „zrhVarR 
IE 1 7: Fans 77 Fe ‚Zr 


Bir wollen alfo feßen : 
| 2y=0, | | 

wodurch einer der Sactoren Y, Yo Yarıe- beflimmt wird, und 
auf wollen wir die Fehlergrenze in Beziehung auf alle übrigen ; 


nem Minimum machen, fo erhalten wir die beiden Differenzi, 
chungen: 


2dy,= 0, zy12ydn—zY? zg,dy,=®. 


Multiplicirt man. die erfle durch einen unbeftimmten $acı 
abbirt fie hierauf zu der zweiten und ſetzt dann den Eoefficienten 
Differenzialed =O, fo erhält man: 


du 75277 Ted 755 Fee 0. 
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Dee fich aus dieſer Gleichung ergebende Werth; von Pz:tft sender 
_ zuge, 


wo u und 64 zu beſtimmende Eonftanten fi find. Subfkituirt man mm 
Dielen Werth in die vorhergehende Gleichung und fept dann den WVoef⸗ 
ftcienten von [7 außerhalb des Summenzeichend >, fowie das in Bei 


ziehung auf i conſtante Glied einzeln gleich '9 Ru, ſo esät m man, J 
u0 24, +025=0,, ln " 
oHHazg? Hr, 0.00% 
woraus folgt: u 
09-2, = E [sn — 899224, 
Hiemach verwandelt ſich der Werth ‘von yyin: © 


Yu (u — I), 

und der Factor u bleibt unbeſtimmt. Der Werth von u iſt -folgtäch's:' 
oo. —_sF% em 

4? .. an 

wo 42 Diefelbe Größe wie: früher bezeichnet, und nach verrichteten Re⸗ 


Burgen werben die Grenzen des zu befürchtenben Fehlers ausgedruͤckt 
ur: | 


—W 





indem die eutſprechende Wahrſcheinlchteit wieder = ne fear if 


Wenn A? eine gegen s fehr kleine Groͤße iſt, ſo ſind dieſe Grenzen 
illuſoriſch und man kann von dieſem Werthe von 'z keinen Gebrauch 
machen. Wenn 2g, eine ſehr Heine Größe iſt, fo find dieſer Werth 
und dieſe Grenzen fehr wenig von dem durch die Gleichung (8) geges 
benen Werthe von u und von den fich darauf beziehenden Fehlergren- 
zen verſchieden. 

17. Wir wollen. und nun mit der Beſtimmung der Groͤße / be⸗ 
ſchaͤftigen, welche man kennen muſſ, wenn man die Fehlergrenzen der 





verſchiedenen vorhergehenden Formeln berechnen will. Zu dem Zwecke 
wollen wir bemerken, daſſ man ftatt der in $. 1 und 2 betrachteten 
Summe der Fehler dee s Beobachtungen auch die Summe ber Werthe 
einer beliebigen Zunction diefer Fehler hätte betrachten Tönnen. Die 
Wahrfcheinlichkeit Pi daſſ diefe Summe zwifchen zwei gegebenen Gren- 
zen b—c und d-+c läge, würde ſich ohne "weitere Schwierigkeiten 
nad) biefen beiden $$. beſtimmen lafien, und wenn man dieſe Function 
mit @ bezeichnete , fo gäbe die Formel (1) auch noch den Werth von 
p. wenn man in der imaginären Erponentialgröße, welche das Inte 
gral in Beziehung auf 2 enthält, px für x febte und alle übrigen 
Bezeichnungen beibehielte. Wenn man alsdann die Zahl s fehr groß 
annimmt, ferner: 


Sfr 9742=K — o2rde=R, KR -Ry=M 


fest, und bie Beobachtungsfehler wieder mit &, e3, ẽ, ... bejzeich⸗ 
net, fo findet man, wie in $. 7:. m: 


= 7 e "dr 

für die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die Summe: 
ye+ye,+98+- ..t9e 1 729% 

zwiſchen den Grenzen: 


Kst£2rHVs 
liegt. 1 
Man kann alſo die Zahl s immer fo groß annehmen, daſſ —2p% 


mit einer gegebenen Wahrfcheinlichkeit beliebig wenig von X verfchieben 
ift, und wenn manı 
—29 ,=K 

ſetzt, fo find die Grenzen des mit der Wahrfcheinlichkeit > zu befürdhe 
tenden Fehlerh: 

* 

*77— | 

Bir wollen nun Pr—=xr? fen, in welhem Falle K und bie 

Groͤße k’ in 6. 6 einander gleich find, fo. daſſ man nach diefem 8. hat: 
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Kzk=ah? +kt, 
Die vorhergehende Gleichung verwandelt fih alfo in: 


1 . 
2 IKL2— __ 2: 


aber nad $. 11 hat man: 


und wenn man folglich für u Teen durch die Formel (8) gegebenen Werth 
fubftituirt , deffen Fehler am Eeinften ift, fo ergibt fich die Gleihung: 


25(ht-+4 1. k?) 297 = 
(4, tk2g 224 ui ei? 257: 
oder reducirt: 
25h? 29? +42 ke+Haqd)r— 24: 202=0, 


welche den Werth von zz gibt, wenn der von X gegeben ift. 

Diefe Zormel fiimmt mit der von Laplace zu demfelben Zwecke 
gegebenen überein, wenn man A=0 feßt, und alle die Goefficienten 
9, 91, 95, - . . einander gleich find. In biefem legten dalle ft I=0 
umd bie vorhergehende Zormel gibt: 


d'? 4 
ht=—, ober h=——, 
25? sV3 


wo 4 in Beziehung auf die Größen 0, d,, O2, ... daſſelbe be: 
zeichnet, wie 1? in Beziehung auf die Eoefficienten 9, 91, Qa,:- +» 
d. b. die Summe ber Quadrate der Unterfchiebe zwifchen ie zwei ber 
Größen 6, ö,, 6,1... 

Im Allgemeinen hängt der Fchler, welchen man begeht, wenn 
man für 7 den fich aus der eben gefundenen Gleichung ergebenden Werth 
nimmt, von dem öehler des angewandten Werthes von zz und von dem 


Fehler der Gleichung — 22 —=K ob. Da die Grenzen der letztern 


eine neue Unbekannte H enthalten, fo kann man fie, fowie auch die 
des an dem Werthe von A zu befürchtenden Fehlers nicht genau ber 
flimmen ; allein dieſes verhindert nicht, dieſen Werth von > in den For 
meln ber vorhergehenden $$., wo er durch fehr Heine Grögen von der 


1 
Kleinheitsorhnung bed Bruches —— multiplicirt iſt, anzuwenden. 
8 
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18. Wir wollen nun annehmen, daſſ irgend eine Größe, welche 
wir der Kürze wegen mit A bezeichnen wollen, . ihrer Natur nach alle 
möglichen Werthe: zwiſchen gegebenen Grenzen @ und 5 haben koͤnne, und 
ed fei x irgend einer diefer Werthe. : Wenn man zur Beflimmung der 
Größe A eine Reihe von Verſuchen arftellt, fo iſt die Wahrſcheinlich⸗ 
keit, daff der durch einen diefer Verſuche gefundene Wersh nicht größer 
ift als ©, im Allgemeinen von einem Berfuche zum andern veränder: 
ich, und wir wollen fie für den: nien Werfuh mit Facr bezeichnen. 
Die Wahrfcheinlichkeit, daſſ dieſer Werth genau —.T fein wird, kann 
nur unendlich Bein fein, weil die Anzahl ber möglichen Bette unend⸗ 


— * ſett, ſo wird ſie ausge⸗ 





dF,s 
lich groß iſt, und wenn man * 
druͤckt durch In zd«. 


Cs bezeichne X eine gegebene Function von *, velche Anunter⸗ 
brochen von >a bis 6 waͤchſt, und wir wollen durch... 6% 
ihre beiden aͤnßerſten Werthe bezeichnen. Groͤßerer Allgemeinheit wegen 
wollen wir die Wahrſcheinlichkeit ſuchen, daſſ die Summe der ſich aus 

s ſucceſſiven Beobachtungen. ergebenden Werthe von X aeifsen gege 
benen Grenzen liegt. 


Zuvoͤrderſt wollen wir annehmen; va x nur e, um 1 gleichviel von 
emanber verfchiepene Werthe haben koͤnne, worauf, wir e = und 
den Unterfchied zweier auf einander folgender Werthe von. X unendlich 
Hein feßen wollen. Wir wollen aljo annehmen, daſſ =, und d, Biel: 
fache derfelben Größe @ find, fo bafl 41 und bi =q, o iſt, 
wo p, und 91 ganze poſitive oder negative Zahlen find. Durd zw 
wollen wir. einen zmwifchenliegenden Werth ‚von X. bezeichnen, indem 2 
auch eine ganze Zahl, oder Null if. Sept man g, — P, =r—1 
fo..ift die Anzahl der Werthe von X gleih v, und ihre conftante Dif- 
ferenz gleih co. Es fei On die Bahrfejeinlichfeit des Werthes von r, 
welcher bei der .nten Beobahtung X= wa. entſpricht. Endlich ſei M 
bie Wehrfcheinlichkeit, dafl. bei s Beobachtungen die Summe der Wer- 
the von A=mo ift, wo m. eine zwiſchen sp, und sg, liegende 
ganze Zahl iſt; fo ift leicht einzufehen, daſſ M der Goefficient von * 
in der Entwickelung des Productes: | 


zuQ,. zuQ,.21Q,. ... ZuQ, 


nach den Dotenzen von Z.tft, wo fih jede der Summen 8 auf alle 
Werthe von zZ, von p, bis a erfiredt, und folglich jede dieſer Sum» 
men v9 Glieder hat. Man kann auch fagen, daſſ M der von 2 unab« 
bängige Theil des Producted aus biefer Function von und aud 2 


⁊ 
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iſt, und wenn man in diefem ‚Probucte V=T fuͤr? und der Kuͤrze 
wegen 


zeW-1Q,.2EV-TQ, ... sv p 
Vest, fo ergibt ſich: 
. "M=_—_ f” „Pe gg, 


wo e die Baſis des Neperfchen Logarithmenfoftemes und % dad Vers 
haͤltniſſ des Kreisumfanges zum Durchmeſſer iſt. 

Durch p wollen wir die Wahrſcheinlichkeit bezeichnen, daſſ dieſelbe 
Summe der # Werthe von X zwiſchen uo und no liegt, wo % 
und u’ ganze Bahlen, oder Null find, welche zwiſchen den Grenjen sp, 
und sg, liegen. Offenbar ift > die Summe der Werthe von M, 
welche man erhält, wenn man m alle'Werthe von m=u bi mu! 
incluſive beilegt. Mit Beruͤckſichtigung der Summe ber zugehoͤrigen 
Werthe des Factors —— A ergibt ſich aber: 


—E -Dovi _ pay id 
V. ‚PL. u — 
Enduch fir. 
HO=C— ®, U o=cHe, ma, 
| fo folgt: . 
- , on J F —— 

P= 2 — [P singoa ü da, 
und die Grenzen in Beziehung. auf @ find + — Wenn o unenbtig 
groß. oder c⸗ unenblich Hein ift, fo verwandeln fie r Gi in EX, und man 

2 

kann € ‚für e730 und 1 für az sin: 1 300 feßen, wodurch fi ich der Aus⸗ 


beud bon, p in: folgenden verwandelt: EEE en 


_ 1.” en —ı 1 _ Ua J 
* — Be sine an. 
Zu gleicher Zeit fallen die Größen, z i@ und On mit X und f. æ dæ 
zuſammen, die in P vorkommenden Summen I verwandeln ſich in bes 
‚flimmte Integrale nah =, deren Grenzen « und 4 find, und man hate 
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Pefiy se ar Sys ige. 
J. ’ Se =! de. (12) 


19. Die Formel (11) drüdt auf die allgemeinfte Weife die Wahr⸗ 
fcheinlichkeit aus, daff die Summe der s Werthe der Function X, welche 
fih) aus einer gleichen Anzahl fucceffiver Beobachtungen ergeben, zwi⸗ 
fhen den Grenzen c—.e und ce, weldhe gegebeng und zwifchen 
sa, und sd, liegende Größen find, liegen. Wenn man X=x fekt, 
ſo ift p die Wahrfcheinlichkeit, daſſ der durch das mittlere Refultat bie- 
ſer s Beobachtungen ausgedruͤckte Werth von A zwiſchen ben Grenzen 


— — (cte) liegt. _ Da dad Refultat jeder Beobachtung nad ber Vor: 
—* zwiſchen den Grenzen 4 und 5 liegen muſſ, fo muſſ man 
haben 


—— —V — — —— (13) 
Die Größen f, 2, az, ... find übrigens beliebige Functionen 


von x, deren Werthe ſaͤmmtlich poſitis fi find und die Einheit nicht übers 
fchreiten. Wenn diefe Functionen gegeben find, fo kann man ben ges 
nauen Werth von p berechnen; allein meiftens ift dad Wahrfcheinlich- 
feitögefeß der Werthe von A unbelannt und von einer Beobachtung zur 
andern veränberlih. Die s Zunctionen, f)%, Sg, ... find folglich 
alsdann ebenfoviele unbekannte Größen, aber gleichwohl kann man bei 
einer beträchtlichen Anzahl von Beobachtungen aus den vorhergehenden 
Zormeln einen Werth von p ableiten, welcher deſto mehr genähert ift, 
je größer die Zahl s ift. 

Benn c—e=sa, und c+te=sdb, if, fo find die der Wahre 
ſcheinlichkeit p emtfprechenden Grenzen die Grenzen a, und 5, felbft, 
zwiſchen welchen nach der Vorausſetzung der unbefännte Werth. von X 
liegt. Alsdann muſſ folglich p der Gewiſſheit oder der Einheit gleich 
fein , was fih in der That darthun läfft. Zu dem Zwede wollen wir 
in dem 1ften, 2ten, ... letzten der s Integrale, ur deren Product 
p auögebrüdt wird, refp. X, und æ1, X, und 254, ... A,undz, 
für X und x feßen, und dann diefe Werthe in den. von > ſubſtitui⸗ 
ren, fo verwandelt fi die Gleichung (II), wenn man: 


> X +8, +%,+...4+%=0 
ſetzt, in: r 


Sıl 


un «SS. („vn mu 
 Sırı Sar2.- Sr Ir, dry... de, 
- Run ift aber: 


he Jay —T .; da L® 5 
- I. (9a Felt,” Imre 
I) 
=+/_, sin(@-0+90. 


Nach den Grenzen der Integrale in Beziehung auf z,, 22 1... 
x, kann die Summe o weder Heiner fein ald sa,, noch größer ald 
sb:; 15 in dem alle, welchen wir betrachten, find folglich die beiden 
Goefficienten e+0—c, &—0--c pofitiv, mithin jedes der beiden 
letzten Integrale Sa, und man hat folglich: 


— ⸗¶ — o da 
/ dv Amen, 
— 6) - o 
woraus folgt: 


PS N. Schar Srder.de, de, 


weiche Größe fih vermöge der Gleichimgen (18) auf die Einheit reducirt. 
20. Daraus, daſſ das Integral J. ⸗ a*dz=1 ift, und daſſ 
Sur nur pofitive Werthe hat, folgt, daſſ die Integrale: 
| S.Izeosaxdz, JS: Azsinaxdz 


Heiner find, ald die Einheit, fo daſſ man fegen kann: 
Sfr: c0SaXdz— (605 Pu, 


b 
S. ArsinaXdz=p, sinpn, 
wo go, und 9, reelle Größen find, wovon bie erfie als pofitiv betrach⸗ 
tet wird. Seht man alsdann: 


P1-P2-98 + =H, 
YıtYat9st... +9=% 


(14) 


12 
fo verwandeit ſich die Formel (12) in ; 
Bw oo ‚P= Reväi, 


. 
.- 


gr, wei gleiche und entgegengefete Werthe von & find. auch bie 
errefponbirenben Werthe ded Winkels y einander glei und entgegen- 
gefeßt, während, die der, Größe, AR einander gleich und von 'einerlei Zei⸗ 
chen find. Hiernach und vermittelft des Werthed von P verwänbelt 
fih die Formel (11) in folgende: u oo 


=, Rcos(y— ce): — as) 


| gr «—=P0. if jeber ber Sactoren von, R der Einheit eich und 
für jeden andern Werth von «@ kleiner als 1; ‚denn. her Werth von en 
läfft fich folgendermaßen ausdruͤcken: _ 


g2 =/, "pnzeosaXdz. Innerer 


t+f mermexde | Ira sinaxtdit, 


wo x ben Werth von X ausdruͤdt, wenn‘ man bar * Ri x ſett 
Nun iſt aber dieſe Gleichung daſſelbe alb: en | 


a=f, Je — :Mdzde’; 


und der Werth von Pr ift offenbar Heiner; al die Quadratwurzel aus 


J. /. SnrSsz Ir 42, oder als . fx und'folglich Heiner 


‚als die Einheit. Hieraus folgt, daſſ, wenn die Anzahl 5 der Factoren 
des Productes KR fehr groß ift, daſſelbe nur für fehr Beine Werthe 
von & merklihe Werthe bat. Man kann daher. aldbann einen Nähe 
rungswerth des in den Formeln (15) enthaltenen Ssntegrales in Be 
ziehung auf @ erhalten. J 

21. Wenn wir der Kuͤrze wegen: 


f x, zdz=k, ‚f; 2/, zde= nı etc. 


feßen und die erflen Theile der Gteigunge @s nach den Potenzen 
von a entwickeln, fa erhalten: wir: nn 


* 
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v 


5 had, 





| a? 
0,0051 kt 
(„sin 9, ak, — * Iä + etc. 


Die Größen kur ku, kt * . wachfen nicht fo ſchnell, als bie 
Potenzen (b,—a,), (b,—a,)?, (bh, —a,)®, ..., was ſchon 
hinreichend if, damit dieſe "Entwidelungen. Reiben bilden, welche zuletzt 
immer convergent werben, und folglich für g,cos P, und g, sn P, 


angewandt werben koͤnnen. Hieraus ergeben ſich für g, und 9, Reis 


ben, wovon bie eine nur gerade und bie andere nur ungerade Poten= 
ven von @ enthält, nämlich: 


0, =1-e:h,tetl, — ee. 
9,=aek,— a8 g,+ete., 


wo der Kürze wegen: - 


(kt, — k2)—h, 
| 4; —5h, k' ———— 
etc. 


geſetzt iſt, und hieraus folgt: 
logo, = — «th, tet, - + h2)+ eic., 
(„= en [1+ot(, — 4h2) —+ete.]. 
Berner wollen wir der Kürze wegen: 
‚ Zkn=ks, zh,—hs, z(„—}4h2)=I1s, ete. 
feßen, wo fih die Summen & von n=1 bis n=s erftteden, fo er⸗ 
gibt fich Hieraus: 
K= eerhs (1+0° /s-+ete.) 
y=aks—a8gs-+ede., 
cos(y — ca)=cos(ks— c)a +8 gssin(ks— c)a-+tetc. ' 
Die Größen k, h, g, ... koͤnnen ſich mit s ändern, aber fie fön- 
nen nicht mit dieſer Zahl ohne Ende zunehmen, und bilden immer, wie 
Die Integrale ku, Kup Kir. .., woraus fie abgeleitet werben, eine 


Reihe, welche nicht fo ſchnen zunimmt, als die der Potenzen und, — un 
/Poiſſon's Wahrſcheinlichkeitsr. ec. a. 
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Wenn wir diefe we in die Formel (15) ſubſtituiren, ferner: 

de 

o 7 * ſi = v7 
feßen, und bie Glieder dieſer Formel, welche von der Kleinheits⸗ 

1 

ordnung des Bruches — ſind, d. h. die Glieder, welche außerhalb der 
Sinus und Coſinus durch s dividirt find, vernadhläffigen; fo kommt: 


_ 09 os = oJ, F —V — 








Vs "vr a6) 
28 625, „st 8 
ac e _— — sin 7 


Sollen diefe Integrale nicht unbeftimmt fein, fo muſſ 7% eine po- 
fitive Größe fein, was auch in der That flattfindetz denn nad) der 
Bedeutung von A, und A’, hat man: 


2h,= 


N. ehr2a [nde-]S, —8 — — — — — 
welche Groͤße ſich durch ein einziges doppeltes Integral, naͤmlich durch: 
—D———— 

oder was daſſelbe iſt, durch: 
—D———— 


ausdruͤcken laͤſſt. Addirt man nun dieſe beiden Gleichungen zufammen, | 
fo bat man: 


=, [,K-208%%, fur dx au, 


und diefer Werth von Ah, ift offenbar pofitiv und Tann auch nicht 
Null fein, weil alle Elemente des doppelten Integrales poſitiv find. 
Daffelbe gilt. alfo auch) von 3%, und von &. 

Hierauf erhält man durch die bekannten Regeln den genauen 
Werth des zweiten in ber Zormel (16) enthaltenen Integrales, umd 
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das erfte Tann man, wenn man will, auf eine einfachere Form 
bringen. 


22. Wem man c=e nimmt, fo ift p die Wahrfcheinlichkeit, 
daff die Summe ber durch Ss Beobachtungen gegebenen Werthe von X 
zwifchen den Grenzen O0 und 2e liegt. Differenzirt man p in Bezie⸗ 
bung auf e, fo erhält man: 


. 2 * Fu FR 2 de 








aVs v5. 

2 © — 
—A. eh ein (25 Men de, 

*VSA oO Vs 


q 
und eds ift die unendlich kleine Wahrfcheinlichkeit, baff die Summe 
der Werthe von X genau —=2e if, Wir wollen nun: 
ge—ks+2uV hs 


feben, fo haben wir: 


[ J cos (2 eV hd ne 


woraus folgt, wenn man in Beziehung auf w differenzirt: 


\ er sin(2 EuV h)683 de=-, Vz „(8 u—2u8)e"" 
0 | 








4 d — 
Wegen =; V hs hat man folglich : 
.d = 1 gu 
— (3 
-yr VE 
und wenn X, ben zur die nte Beobachtung gegebenen Werth von X 
bezeichnet, fo in SE —-d u die Wahrfcheinlichkeit, dafſ: 


u—2u)e””, (m) 


z2,=ks+2uV hs (18) u 
ift, wo fih die Summe Z auf ale Beobachtungen erſtreckt. 


Menn wir das Differenzial - SP du zwifchen gegebenen Grenzen ty 


integriren,, fo erhalten wir: | 
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pP= 72 Sea (19) 
für die Wahrfcheinlichteit, daſſ die Summe ZX, zwiſchen den Gren- 
zen kst+2yV hs und der mittlere Werthe von X oder — 2X, zwi⸗ 
ſchen den Grenzen: 





k+ zrVh 
"Vr 
liegt. Bu 
Diefed ergibt ſich auch aus der Gleichung (16), wenn man: 
| c=ks,e=2yV hs 


ſetzt, und die Integrafionen verrichtet. 
Man Tann Y immer fo groß nehmen, baff der Werth von ꝓ bes 
liebig wenig von der Einheit verfchieden ift. 3. B. für y=3 bat man: 


2 _u2 
J e du=0 ‚000019577 


nach der Tafel der Werthe dieſes Integrales, welche fi ch am Ende ber 
Analyse des Refractions von Kramp und da 


| —J duz3Vz— 
0 7 
iſt, ſo folgt: 
p= 1—0 ‚000022091, 


welches fehr wenig von der Gewiflheit verfchieden: ift. Kan kann e8 
alfo als hoͤchſt wahrfcheinlich betrachten, daſſ fih der aus den Beob⸗ 


achtungen ergebende Werth. von — 2x, fortwährend der Größe-k naͤ⸗ 
bert, und daff, wenn man diefen Bin für den von k nimmt, der zu 


| befürchtende Fehler Heiner ift, als +: 


trächtliche Zahl if. 

Es verdient bemerkt zu werden, daſſ die durch s bivibirten unb 
bei dem Uebergange von der Gleichung (15) zu der Gleichung (16) ver 
nachläffigten Glieder nach den Integrationen in Beziehung auf w bie 


Erponentialgröße, er zum Factor haben wuͤrden, wodurch ſie unab⸗ 





h 
‚wo y eine wenig be 
Ss - 
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bängig von ber Größe der Zahl s noch ſehr verkleinert werden; denn 


ſetzt man z. B. Y3, fo iſt der Factor et? <.0,002, und er nimmt 
für größere Werthe von Y fehr ſchnell ab. 
23. Die Curve, deren Gleichung: 
— Y=f, DB. 
in, drüdt das —— ber Werthe von A bei der nten 
Beobachtung aus, fo daff das Zlächenelement ydz berfelben die durch 
die entfprechende Abfciffe x ausgedruͤckte Wahrfcheinlichfeit ded Werthes 


von A, und die ganze von der Curve eingefchloffene Fläche die Wahr: 
fcheinlichkeit ift, daſſ dieſer Werth nicht größer ift, als x. 


Die Curve, deren Gleichung: 
y= — 2, * 


iſt, iſt in Beziehung auf die Neihe der Ss Beobachtungen die Curve 
dere mittlern Wahrfcheinlichkeit. Nach den Gleichungen (13) ift die 
ganze von æ 4 bis z=b genommene, von biefer Curve eingefchlof- 
fene Flaͤche der Einheit gleich, und wenn man die Abſciſſe ihres Schwer⸗ 
punktes mit =, bezeichnet, fo hat man: 


1 b 
Ef, zf xdı=x,. 


Sept man nun in dem Ausbrude von A, in $.14. XXA, fo folgt‘ 


k,= JS: zfsrde, k=—3 [afnd=a 


und dieſe Abfciffe <, ift folglich in allen Fällen die Grenze, weicher ſich 
das mittlere Refultat aus einer Reihe von Beobachtungen ohne Ende 
nähert. Bezeichnet man mit An den befondern Werth von A, welcher 


1 
durch die nte Beobachtung gegeben wird, fo ift — An dad in Rede fte- 


hende mittlere Refultat,_die Formel (19) gibt sie Wahrſcheinlichkeit Pı 
baff fein Werth zwifchen den Grenzen: 


2, Vh 
Vs’ 


liegt, und wenn man in dem Ausbrude für A in $. 14. auch I=x 
ſetzt, fo erhält man: 


x, E —— 
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h=3| f, =asds-(]sf=de)). @0 


Man kann dieſes Refultat auf eine andere Form bringen, wenn 
man in der Gleichung (19): 


uVh=»v, Vize 
febt, wodurd man: 








P=7= dv (2 u 

für die Wahrſcheinlichkeit erhält, daſſ der Werth von — I zwifchen 
den Grenzen: 

25 

Vs 

liegt. Die unendlich Feine Wahrfcheinlichkeit eines woſſchenlegente⸗ 


Werthes æ 42 * ergibt ſich aus der Formel (17), wenn man — 


ziE 


dv 
für v. feßt, und fie mit 7f multiplicirt. 


Man fieht, daſſ diefe Wahrfcheinlichfeit fir einen gegebenen Wer 
von ô von zwei unbekannten Größen A und g abhängen würbe, wänm 
rend die Mahrfcheinlichleit der vorhergehenden Grenzen, deren Ken 
niff genügt, nur von der einen unbefannten Größe A abhängt, der 


Werth wir nun noch nach den s Beobachtungdrefultaten zu bereh— 
haben. 


24. Zu dem Zwecke fei: 
z—=x, +2, =/a:, Zr, te, b= 2.+b 
fo haben wir: 
Sir 2dz=1,[) afazdı=0, 
woburd fich Die Gleichung (20) in: 
1 2 
—————— 


verwandelt, und wenn wir: 
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1 1 1 
—Ih= m, — Zn —m)o'=A, 3, 2A — m)? zu 


feßt und das Quadrat von 0’ vernachläffigt ; fo hat man: 
kh=u+tuo—u/A, 
und die Wahrfcheinlichkeit dieſes Werthes von 7 ift eine unendlich Heine 
Größe der: zweiten Ordnung, nämlich: | 
(- ee zu U+wu0) dudu, 
% 


indem auch dad Product U U, , welches nach ber Vorausfegung eine 
Größe von ber Kleinheitzordnung des Bruches 4 iſt, vernachlaͤſſi igt 
wird. 


Wenn wir dieſen Werth von 3 in bie Formel ei) fubflitwiren, 
nach den Potenzen der Größe vo— u’A entwideln und das Duabrat 


derfelben, welche8 von der Kleinheitsordnung des Bruches — U wär, 
vernachläffigenz fo erhalten wir: u 





Zr Ye ” arte en 
zu 


wo p’ der Werth von = für hu ift. 
Diefer Werth von p wäre bie Wahrfcheinlichkeit der Grenzen 
x, = 75 des mittlern Refultates — Ein, wenn der fubftituirte Werth 


von 7 gewiff wäre; aber da die verſchiedenen Werthe von A nur wahr- 
fheinlih find, fo ift die Wahrfcheinlichkeit diefer Grenzen, welche je- 
dem biefer Werthe entfpricht, dad Product aus dem entfprechenden Wer: 
the von p und der MWahrfcheinlichkeit des Werthed von A. Die Total 
wahrſcheinlichkeit derfelben Grenzen, oder ihre, ſich auf alle Werthe von 
h beziehende Wahrfcheinlichkeit ift das auf ale Werthe von z und a, 
welche den Goefficienten von du dw’ nicht unmerklich Hein machen, er- 
ſtreckte Integral dieſes Productes. Wenn man alfo wieder die Größen 


. - 1 
von der Kleinheitdorbnung des Bruched — vernachlaͤſſigt und bemerkt, 


daſſ die mit einer ungeraden Potenz von z ober z’ multiplicirten Glie⸗ 


ber bei den Integrationen verfehwinden; fo erhält man für die gefuchte - 
Wahrfcheinlichkeit: 


2 37%, /[f. _u8 — u 
— e dev e e dudu' 
xV au j 
und da man bie ntegrte in Beziehung auf w und u! ohne merfli= 
hen Fehler von — a bis +@ erfireden kann, fo reducirt fie ſich auf: 


oe 
| * Sie ta, 
welche feine andere ift, als bie durch die Formel (21) ausgedruͤckte, 
wenn man darin A=u fekt. 
Bei dem Grade von. Ynnäberung, wobei wir ftehen geblieben find, 
d. h. wenn die Größen von der Kleinheitdorbnung des Bruches — 


vernachläffigt werben, ift die Größe m der Werth von A, welchen man 
in die Formel (21), oder vielmehr in die Grenzen des mittlern Reſul⸗ 


tates — Ein, welchem die Formel (19) entfpricht, fubftituiren mufl: 


Diefer Werth von A läfit fi auf die beiden folgenden Formen 
bringen: 





em, 


1 ⸗ (22) 
h=—2[s 21, — (ZAn)2] 


welche gleichbebeutend find, wenn man bemerkt, baff — Sim ges 


ſetzt iſ. Die numerifche Berechnung des erften Ausdruckes nach ben 
Abweichungen der Beobachtungen zu beiden Seiten des mittlern Werthes, 
d. h. nah den Werthen von An—ın, ift immer leicht, während bie 
Berechnung des zweiten Ausbrudes im Allgemeinen weit weniger be: 
quem und oft ganz unausfuͤhrbar iſt. 

Die Formel (21) und den durch Beobachtungsdata audgebrüdten 
Werth von A verdankt man Laplace, welcher viele intereffante Ans 
wendungen davon gemacht hat. Lagrange ift der erfte, welcher die 
- Bahrfcheinlichkeit des arithmetifchen Mittel aus Beobachtungsrefultaten 
der Rechnung unterworfen hat; ) allein er hatte dad Wahrfcheinlich- 





*) Tome V. des ancieus Memoires de Turin. 
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Um diefe Methode mit Erfolg anwenden zu Fönnen, müflen die 
Umftände der Beobachtungen ober Verſuche fo abgeändert werben, dafſſ 
man confante Fehler vermeidet. Auch mufl die Anzahl der Beobach⸗ 
tungen fehr groß und zwar deſto größer fein, je mehr Elemente man 
zu beflimmen bat; denn dad Gewicht ded mittlern Mefultated nimmt. 
zu wie der Quotient aus der Anzahl der Beobachtungen und der An⸗ 
zahl der Elemente. Ferner muͤſſen die Elemente bei diefen Beobachtun⸗ 
gen einen verfchiedenen Gang befolgen; denn wenn zwei Elemente ge⸗ 
nau benfelben Gang befolgten, fo würden ihre Coefficienten in den Be⸗ 
Dingungögleichungen einander proportional fein, dieſe Elemente bildeten 
nur noch eine einzige unbefannte Größe und ed würde unmöglich fein, 
fie durch diefe Beobachtungen zu unterfcheiden. Endlich müflen die Be⸗ 
obachtungen moͤglichſt genau fein; denn durch dieſe erfte aller Bedin⸗ 
gungen wird dad Gewicht des Mefultated, deſſen Ausdrud die Summe 
ber Quadrate ihrer Abweichungen von diefem Refultate zum Divifor Hat, 
bedeutend vergrößert. Bei Anwendung biefer Vorſichtsmaßregeln kann 
man von der vorhergehenden Methode Gebrauch machen und den Grab 
des Zutrauens beftimmen, welchen. bie aus einer großen Anzahl von Be⸗ 
obachtungen abgeleiteten Refultate verbimen. (Laplace.) 
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Sterblihtetitstafel 
nad; ben Erfahrungen uͤber Frauen der preuß. allgemeinen Wittwens 
Berpflegungsanftalt. 


Mittlere ittlere 
Alter. kebende. [eteene. 9 auer Alter. Lebende. Sterbende. Dauer 


——s— 








ſ ⏑⏑ 


15 | 10809 | ı81: | 40,65 14,50 
16 | 10628 | 171 40,33 13,88 
17 | 10457 | 101 39,98 13,28 
18 | 10296 | 152 | «39,60 12,69 
19 | 10144 | 194 39,19 12,12 
20 | 10000 | 137 | 38,75 11,56 
21 | 9868 | 181 | 38,28 11,01 
22 | 9732 | 125 | 37,78 10,18 
25 | 9607 | 119 | 37,77 9,97 
241 | 988 | 114 | 36,73 9,47 
25 | 9374 | 110 | 36,17 9,00 
26 | 9264 | 106 | 35,60 8,55 
27 | 9ı58 | 103 | 35,00 8,11 
23 | 9055 | 101 .| 34,30 7,68 
29 | 8954 | 100 | 33,78 7,28 
30 | 8854 | 100 | 33,15 689 
31 | 8754 | 100 | 3253 6,53 
82 | 8654 | 100 | 31,90 6,20 
83 | 8554 | 100 | 31,26 5,89 
31 | 8454 | 99 | 30,63 ‚8,62 
35 | 8355 99 | 29,98 5,37 
36 | 8256 98 | 29,33 5,13 
37 | 8158 98 | 28,68 4,88 
38 | 8060 93 | 28,02 4,61 
39 | 7962 97 | 27,37 4,34 
40 | 7865 | 97 | 26,0 4,08 
41 | 7768 97 26,02 3,87 
42 | 7671 98 | 25,35 3,72 
43 | 7573 98 | 24,67 3,60 
4| 745 98- | 23,99 3,49 
45 | 7377 99 | 23,30 3,35 
46 | 2278 | 100 | 22361 3,18 
4| 128 | 101 | 2101 3,01 
48.| 7077 |. 103 | 21,22 2,82 
4 | 6974 | 105 | 20,52 2,60 
50 | 6869 | 107 | 19,83 2,35 
sı | 6762 | 110 | 19,14 2,08 
52 | 6652 | 115 | 184 1,81 
53 | 6537 | 121 : 17,76 1,50 
54 | 6al6 | 1% | . 17,09 1,20 
55 | 6389 | 134 | 16,2 0,90. 
566 | 6155 | 111 : 15,7 





6,50 
Saal 01a | 189 | 1518 Ä 
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Kittlere I. Rittlere Mittlere 
Alter. Dauer. Aiter. Dauer. Dauer. 
85 "81,00 9,18 
1 36 80,32 8,65 
2 87 29,64 8,16 
8 38 28,96 7,72 
4 89 28,28 7,88 
6 40 27,61 7,01 
6 41 26,97 6,69 
7 42 26,34 6,40 
8 48 25,71 6,12 
9 44 25,09 5,80- 
10 45 _ 24,46 5,51 
11. 46 23,82 5,21 
12 47 23,17 4,98 
135 48 22,50 4,65 
14 49 21,81 4,39 
15 50 21,11 4,12 
16 51 20,39 8,90 
17 52 19,68 3,71 
18 53 18,97 8,59 
19 54 18,28 8,47 
20 . 55 17,58 8,28 
21 56 16,89 8,26 
22 57 16,21 8,37 
23 58 15,55 8,48 
24 59 14,92 8,53 
25 60 14,34 8,53 
26 61 13,82 3,46 
27 62 13,31 3,28 
28 63 12,81 83,07 
29 64 . 12,30 2,77 
50 65 11,79 2,28 ı 
51 66 . 11,27 1,79 
32 67 10,75 1,30 
33 68 10,23 0,83 
84 69 9,70 
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VTerbefferungen 


Seite a2. Zeile 28 — 25. von oben leſe man: »Fuͤr mn — 1 rebucirt ſich dieſer Werth 
von @, auf $, was a priori vinleuchtend iſte flatt: >Der Tal u. ſ. f.< 
Seite 142. Zeile 21. v. 0. lefe man: 2Wenn jebod das Geſetz der Reihe unbe- 


Tannt ift, fo Tann fie zu bee Gattung von Reihen gehören« ftatt: »Sie 


.. gehört u. ſ. w.« 
Seite 166. Zeile 7. v. u, fee man hinzu: ↄwenn fie eine ganze Zahl iſt, und um 
weniger , wenn fie keine iſt.« 
Seite 215. Zeile 28. v. o. ift gu ftreichen: »welche zwiſchen a und 6 Hgt.c 
Seite 412. elle ©. v. u. L früher fl. fpäter. 
Seite 420. Beile 15. 9. u. 1. 28. fi, 29, 
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